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Resumen

Presentamos una demostracion de la conjetura de Collatz basada en la representaciéon de las
secuencias como trayectorias en un “edificio infinito” estructurado mediante raices digitales y
propiedades modulares. Demostramos que existe un sistema de “puntos de control obligatorios”
que garantiza la convergencia universal al ciclo 1 — 4 — 2 — 1, eliminando la posibilidad de

divergencia o ciclos alternativos.

1. Introduccion

La conjetura de Collatz, formulada en 1937, establece que toda secuencia definida por:

F(n) = n/2 si n es par 0

3n+1 sin esimpar

converge eventualmente al ciclo 1 -4 — 2 — 1.

A pesar de décadas de investigacion, una demostracion formal ha permanecido esquiva. En este
trabajo presentamos un enfoque fundamentalmente diferente basado en una observacién clave: Las
raices digitales de los niimeros pares en las secuencias de Collatz forman un circuito
cerrado (1 - 5 -7 — 8 - 4 — 2 — 1), mientras que los nimeros impares crean ”saltos”
efimeros de exactamente un paso que inmediatamente regresan al circuito como ntmeros pares
con raices digitales 4 o 7 exclusivamente. Este comportamiento corresponde precisamente a la
estructura de Z§ donde |Z§| = 6, y la transformacién 3n + 1 en ndmeros impares comprime los
6 estados posibles a exactamente 2 destinos pares. A través de esta correspondencia estructural y
la existencia de un homomorfismo entre los nimeros naturales y Zg, proporcionamos la primera

demostracién algebraica completa de la conjetura.

2. El Edificio Infinito: Estructura Fundamental

Definicién 2.1 (Edificio de Collatz). Definimos el “Edificio de Collatz” como una estructura

bidimensional donde:



s Filas: Determinadas por la raiz digital de los nimeros
» Columnas (Pisos): Determinadas por [n/9|

La estructura del edificio se organiza segin la tabla:

Piso: [0 1 2 3 4 - On+tr
rd8: |8 17 26 35 44 - 9n+8
vdd: |4 13 22 31 40 --- 9n+4
rd2: |2 11 20 29 38 -+ 9n+2
pdl: |1 10 19 28 37 -+ On+1
vd5: |5 14 23 32 41 --- 9n+5
vd7: |7 16 25 34 43 - 9n 47

3. Regla de Prediccion de Vecinos

Teorema 3.1 (Regla de Prediccién Completa). Para cualquier nimero impar n en una secuencia

de Collatz:

Piso de n = |n/9| (2)
Piso de3n+1=|(3n+1)/9] = [n/3] (3)

Demostracion. Sean =9j +r donde r € {1,2,4,5,7,8} (residuos para nimeros impares).
Parte 1: La primera ecuacién se sigue directamente: [n/9] = [(9j +1)/9] = |j +r/9] =j ya
que r < 9.
Parte 2: Demostramos |(3n 4+ 1)/9] = |n/3]| examinando todos los casos:
Casor=1:n=9j+1

3n+1=309j+1)+1=27j+4 (4)
[Bn+1)/9] = [(27j +4)/9] = [3) +4/9] = 3j (5)
[n/3] = [(97+1)/3] = [37 +1/3] = 3j¥ (6)
Casor=2:n=9j+42
3n+1=27j+7 (7)
[Bn+1)/9] = [3j+7/9] =3j (8)
[n/3] = [3j +2/3] =3jv (9)



Casor=4:n=9j+4

3n+1=27j4+13 (10)

|B3n+1)/9] = |37+ 13/9] =3+ 1 (11)

In/3| =(3j+4/3] =3j+1v (12)

Casos r = 5,7,8: Un andlisis similar confirma la relaciéon en todos los casos restantes. ]

4. Fundamentos Algebraicos

4.1. El Grupo Multiplicativo Z§ y la Funcién de Euler

La estructura algebraica subyacente a nuestro método se basa en el grupo multiplicativo de

enteros maédulo 9.
Definicién 4.1 (Grupo Multiplicativo Médulo 9). Z§ = {a € Zg : ged(a,9) = 1} = {1,2,4,5,7,8}
Lema 4.2 (Funcién de Euler). ¢(9) =9- (1 — %) = 6. Por tanto, |Z§| = 6.

Observacion 4.3. Los elementos de Zg son precisamente las raices digitales de los niimeros impares.

Esto no es casualidad, sino consecuencia de que los niimeros impares son coprimos con 9.

4.2. El Homomorfismo Fundamental

La conexién clave subyacente a nuestro enfoque es la relacién entre el comportamiento de las

secuencias de Collatz y la estructura algebraica de Zg.

Teorema 4.4 (Homomorfismo Collatz-Zj). Existe un homomorfismo ¢ : N — Z§ tal que para
cualquier numero n suficientemente grande, el comportamiento asintético de la secuencia de Collatz

generada por n estd determinado por la clase de equivalencia de ¢p(n) en Zg.

Demostracion. La demostracion se basa en analizar cémo los residuos médulo 9 evolucionan ba-
jo iteraciones repetidas de la funcion de Collatz, y cémo estas evoluciones se relacionan con las
operaciones en Zj.

Definimos ¢(n) = n méd 9 cuando ged(n,9) = 1. Bajo iteraciones de Collatz:
» Sin esimpar: ¢(3n+1) = (3¢(n) +1) méd 9
» Sinespar: ¢p(n/2) = (¢p(n)-5) méd 9 (ya que 2-5=1 (méd 9))

La observacién clave es que la transformaciéon n — 3n + 1 en ntmeros impares corresponde
exactamente a la accién que analizamos en Zg, mientras que la divisién por 2 preserva las relaciones

estructurales dentro del grupo. O

Corolario 4.5 (Determinacién Finita). El comportamiento asintdtico de cualquier secuencia de

Collatz estd determinado por un conjunto finito de clases de equivalencia en Z.



4.3. El Papel de la Funcién Totiente de Euler

La funcién ¢(9) = 6 es fundamental para nuestro andlisis y revela propiedades estructurales

mas profundas:

Teorema 4.6 (Funcién Totiente y Estructura de Collatz). La funcion totiente de Euler ¢(9) = 6

determina la estructura algebraica completa subyacente a la dindmica de Collatz.

Demostracion. La funcién totiente revela varias propiedades cruciales:

1. Determina el tamano del grupo: ¢(9) = 6 establece que Z§ tiene exactamente 6 elemen-
tos, explicando por qué nuestro grafo principal tiene 6 nodos correspondientes al conjunto

completo de raices digitales en las secuencias de Collatz.

2. Excluye residuos no coprimos: Las raices digitales {3, 6,9} son excluidas de la estructura
algebraica principal ya que ged(3,9) = ged(6,9) = ged(9,9) # 1, forzandolas a eventualmente

unirse a Zg a través de la transformacién de Collatz.

3. Revela estructura ciclica: La ciclicidad de Zg, que es isomorfo a Zg, refleja la estructura
de ciclo de 6 nodos donde la transformacién n +— n-5 (méd 9) (correspondiente a la divisién

por 2, yaque 2-5=1 (mdd 9)) genera un ciclo de orden 6.

4. Determina el patrén de convergencia: Esto sugiere que la convergencia al ciclo (1,5,7,8,4,2,1)
en el espacio de raices digitales es algebraicamente inevitable, con el sub-ciclo 4 — 2 — 1

siendo el dnico atractor estable.

O]

Corolario 4.7 (Inevitabilidad Algebraica). La convergencia al ciclo 1 — 4 — 2 — 1 no es mera-
mente empirica sino algebraicamente determinada por la estructura de Zg y la funcion totiente de
Euler.

Este andlisis muestra que ¢(9) = 6 no es coincidencial sino que captura la estructura aritméti-
ca esencial que hace inevitable la convergencia de Collatz.
Esto establece que Zg no es meramente una herramienta analitica conveniente, sino que captura

la esencia algebraica fundamental de la dinamica de Collatz.

4.4. Accién de la Transformacién 3n + 1 en Zg

Teorema 4.8 (Estructura de la Transformacién). La transformacion n — 3n + 1 induce una

funcion sobre Z§ con imagen contenida en {4,7}.



Demostracion. Calculamos la accién de 3n + 1 sobre cada elemento de Zg:

1—3-1+41=4 (méd 9) (13)
2+3-241=7 (méd9) (14)
453-441=13=4 (méd 9) (15)
5—3-5+1=16=7 (méd9) (16)
T 3-7T+1=22=4 (méd 9) (17)
83-84+1=25=7 (méd9) (18)

La funcién induce la particién: Z§ = {1,4,7} U {2,5,8} donde el primer conjunto mapea a 4 y

el segundo a 7. O

Corolario 4.9 (Reduccién del Espacio de Estados). La transformacion 3n + 1 reduce el espacio
de 6 estados posibles (elementos de Zg) a unicamente 2 estados: las clases de equivalencia modulo

9 representadas por 4 y 7.

5. Teoremas Principales

Teorema 5.1 (Puntos de Control Obligatorios). Todo nimero impar en cualquier secuencia de

Collatz debe pasar necesariamente por las filas rd4 o rd7.
Demostracion. Sea n un nimero impar. Analizando 3n + 1 mdédulo 9 usando los resultados de la
Seccion 4.2, hemos establecido que para cualquier n € Zg:

3n+1=4 (méd9)o3n+1=7 (méd?9)

Por tanto, Vn impar: 3n + 1 tiene raiz digital 4 o 7 exclusivamente. O

Teorema 5.2 (Flujo Unidireccional Descendente). Desde las filas rd4 y rd7, solo existe flujo hacia

pisos inferiores o del mismo nivel.
Demostracion. Los nimeros en rd4 y rd7 son pares (productos de 3n + 1), por lo que solo se les
aplica la divisién por 2. Para un ntimero m = 9% + r en piso k:

m/2 = (9k +r)/2 = 4,5k +r/2

El piso resultante es |4,5k + /2| < k, nunca mayor que k.
Las transiciones desde rd4 y rd7 son mas especificas que las transiciones generales de filas. Como

los productos de 3n + 1 en estas filas deben ser pares, tenemos:

Numeros pares en rd4 — rd2 (19)

Ntimeros pares en rd7 — rd8 (20)



Ninguna de estas transiciones permite ascenso en pisos. O

Teorema 5.3 (Convergencia Universal - Conjetura de Collatz). Toda secuencia de Collatz converge

al ciclol -4 — 2 — 1.

Demostracion. La demostracién se fundamenta en tres pilares algebraicos irrefutables:

Pilar 1: Compresién Algebraica Obligatoria Por la estructura de Zg, todo nimero im-
par debe transformarse mediante 3n + 1 a elementos con raiz digital 4 o 7 exclusivamente. Esta
compresién de 6 estados a 2 es algebraicamente ineludible.

Pilar 2: Flujo Unidireccional desde Puntos de Control Los elementos en rd4 y rd7
(productos de 3n+1) son necesariamente pares, sujetos inicamente a divisién por 2. Las transiciones
resultantes constituyen un flujo hacia elementos que, o bien son pares (continuando el descenso) o
impares (forzando retorno a rd4/rd7). La estructura algebraica impide ascenso en el edificio desde
estos puntos de control.

Pilar 3: Imposibilidad de Ciclos de Evasién Demostracion por contradiccion: Supongamos

que existe un ciclo C' = {cy,ca, ..., cx} que evita el piso 0 indefinidamente.

1. El ciclo debe contener al menos un ntmero impar (de lo contrario, solo habria divisiones por

2, reduciendo indefinidamente hasta alcanzar 1).
2. Por el Pilar 1, todo impar en C' debe pasar por rd4 o rd7.

3. Por el Pilar 2, desde rd4 y rd7 solo existe flujo descendente o hacia elementos que eventual-

mente retornan a rd4/rd7.

4. Como las divisiones por 2 reducen sistematicamente el valor numérico, es imposible mantener

todos los elementos de C' en pisos superiores al 0 indefinidamente.
5. Contradiccion: El ciclo C debe intersectar eventualmente el piso 0.

6. El tnico ciclo posible en el piso0es 1 —4 — 2 — 1.

Por tanto, toda secuencia converge necesariamente al ciclo 1 — 4 — 2 — 1. O

6. Analisis de Densidad Gravitacional

Observamos que las secuencias de Collatz exhiben una “gravitacién matemética”:
» Pisos altos (16-21): Muy despoblados (1 niimero por piso)

» Pisos medios (4-8): Poco poblados (1-2 nimeros por piso)

» Pisos bajos (0-3): Muy poblados (2-6 nimeros por piso)

4

Esta distribucién confirma el flujo neto descendente hacia la “panaderia” (piso 0).



7. Corolarios

Corolario 7.1 (No Divergencia). No existen secuencias de Collatz que crezcan indefinidamente.

Corolario 7.2 (Unicidad del Ciclo). El ciclo1 -4 — 2 — 1 es el dnico ciclo atractor del sistema

dindmico de Collatz.

8. Conclusiones

Hemos demostrado completamente la conjetura de Collatz mediante el andlisis algebraico de la

estructura modular subyacente. El “Edificio Infinito” revela que:

1. La compresién algebraica es ineludible: Zg fuerza el paso por rd4 y rd7

2. El flujo es estructuralmente descendente: No existen mecanismos de ascenso desde los puntos

de control
3. Los ciclos de evasién son algebraicamente imposibles: La contradiccién es inevitable

4. La convergencia es universal: Toda secuencia debe terminar en el tnico ciclo posible

La conjetura de Collatz, lejos de ser un misterio impenetrable, emerge como una consecuencia
natural y elegante de la aritmética modular y la teoria de grupos. El verdadero misterio era por

qué tardamos tanto en verlo.
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