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Resumen

Introducimos los Sisternas Dindmicos Modulares con Ciclos-Permutacion (SDM-CP), una
nueva clase de sistemas dindmicos discretos que generaliza las funciones tipo Collatz mediante
aritmética modular controlada. A diferencia de los sistemas dinamicos discretos clésicos
donde el comportamiento emerge de forma impredecible, los sistemas SDM-CP permiten la
programacion explicita de estructuras ciclicas a través de métodos de construccién inversa.
Establecemos los fundamentos teéricos, demostramos teoremas de existencia y unicidad
para implementaciones afines, analizamos la complejidad computacional y demostramos
aplicaciones en criptografia y teoria de ntiimeros. Nuestro marco unifica diversos fenémenos
dindmicos discretos bajo una sola estructura algebraica, proporcionando control exacto
sobre el comportamiento orbital mientras mantiene el rigor matematico. Demostramos que
cualquier permutacion finita puede realizarse como un sistema SDM-CP, establecemos cotas de
complejidad para algoritmos de construccion y presentamos evidencia experimental para varias
conjeturas novedosas. El trabajo abre nuevas vias de investigacién en dindmicas discretas
programables con aplicaciones que van desde sistemas criptogréaficos hasta teoria algoritmica
de ntmeros.
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Notacién y Simbolos

Simbolo Descripcion

S Sistema SDM-CP como tupla (k, {fi},7)

k Mobdulo base del sistema

R Conjunto de residuos modulo k: {0,1,... .k — 1}
T Permutacién sobre Ry,

fi Funcién local para la clase de residuo ¢

F Funcién global del sistema SDM-CP

F® t-ésima iteraciéon de F

S Grupo simétrico de orden k

o(k) Funcion de Euler (niimero de enteros coprimos con k)
7 Conjunto de niimeros enteros

N Conjunto de ntimeros naturales

mem(a, b) Minimo comun multiplo de a y b

ged(a,b) Méximo comun divisor de a y b

a=b (méd k) a es congruente con b moédulo k




1. Introducciéon

Los sistemas dinamicos discretos definidos por reglas iterativas simples han fascinado du-
rante mucho tiempo a los matemaéticos debido a su capacidad para generar comportamientos
complejos a partir de funciones elementales. La célebre conjetura de Collatz ejemplifica este
fenémeno: una funcién definida por casos basada en la paridad produce trayectorias numéricas de
enorme complejidad cuya convergencia sigue siendo un problema abierto después de décadas de
investigacion.

Los enfoques tradicionales para la dindmica discreta a menudo se centran en analizar el
comportamiento emergente de formas funcionales fijas. En contraste, proponemos un cambio de
paradigma: en lugar de estudiar lo que emerge de funciones dadas, preguntamos qué funciones
pueden construirse para producir comportamientos dindmicos deseados. Esta perspectiva inversa
conduce naturalmente a los Sisternas Dindmicos Modulares con Ciclos-Permutacion (SDM-CP),
donde la aritmética modular proporciona la base estructural para programar comportamientos
ciclicos exactos.

1.1. Motivacién y Trabajo Relacionado

El estudio de sistemas dinamicos discretos tiene raices profundas en la teoria de ntimeros y
la combinatoria. Las funciones tipo Collatz, caracterizadas por reglas que dependen de clases
de residuos, han sido extensamente estudiadas [Lagarias, 1985, Wirsching, 1998|. El trabajo
reciente de Tao [2019] ha proporcionado un progreso significativo en la conjetura de Collatz
misma, mientras que Kontorovich y Lagarias [2022] ha explorado mapas de Collatz generalizados.

Sin embargo, la literatura existente se centra principalmente en el analisis de sistemas fijos
en lugar de la sintesis de sistemas con comportamientos prescritos. Nuestro enfoque llena este
vacio proporcionando métodos constructivos para construir sistemas dindmicos discretos con
especificaciones exactas de ciclos.

1.2. Principales Contribuciones

Este articulo hace varias contribuciones clave:
1. Establecemos los fundamentos tedricos de los sistemas SDM-CP a través de definiciones
formales y teoremas de existencia

2. Demostramos que cualquier permutacion finita puede realizarse mediante funciones SDM-CP
afines

3. Desarrollamos algoritmos eficientes para construccién inversa con cotas de complejidad
demostradas

4. Demostramos aplicaciones en criptografia modular con anélisis de seguridad
5. Presentamos evidencia experimental para conjeturas novedosas sobre distribuciones de ciclos

6. Establecemos conexiones con areas clasicas incluyendo teorfa de grupos, teoria de grafos y
teoria de niimeros



2. Fundamentos Teo6ricos

2.1. Definicion Formal de Sistemas SDM-CP

Definicion 1 (Sistema Dinamico Modular con Ciclos-Permutacion). Sea k € N con k > 2. Un
Sistema Dindmico Modular con Ciclos-Permutacion (SDM-CP) es una tupla S = (k, { f; }¥=}, )
donde:

1. k es la base modular
2.{fi:Z—17Z fz_ol es una familia de funciones locales
3. 7 : Rk — Ry es una permutacion en Ry = {0,1,...,k — 1}
4. La funcién global F' : Z — Z se define por:
F(n) = fnmod k(n)
5. Se cumple la condicién de coherencia modular:
Vi€ Rk, Yn=1 (médk): fi(n)=n(i) (mdd k)

Observacion 2. La condicion de coherencia modular asegura que las transiciones de clases de
residuos sigan la permutacion prescrita m, proporcionando el mecanismo fundamental de control
para la programacion de ciclos.



Nodos azules: Numeros pares. Nodos rojos: Numeros impares. Los numeros son sus raices digitales.
Zana A: Transformaciones de los nimeros con raices digitales 1, 5, 7, 8, 4, 2, Par->Par, Par->Impar.
Zona B: Ciclo de los numeros pares e impares, con raices digitales 3, 6.

Zona C: Entrada al ciclo B de los nimeros pares e impares con raiz digital 9.

3n+3 sin esimpar

z si n es par

Grafo dirigido de transformaciones entre nimeros de las secuencias generadas por la funcién : f(n) = {
2

Figura 1: Grafo dirigido de un sistema SDM-CP con k = 2 mostrando las transformaciones
entre ntimeros pares (nodos azules) e impares (nodos rojos). La Zona A ilustra las transiciones
principales con raices digitales especificas, la Zona B muestra el ciclo central (3 < 6), y la
Zona C representa la entrada al ciclo desde ntimeros con raiz digital 9. La funcién empleada es

f(n) =

3n+3 sin esimpar

n/2 si n es par

La Figura 1 ejemplifica la estructura fundamental de un sistema SDM-CP sobre k = 2, donde
se observa claramente la separacién modular entre clases de residuos y las diferentes zonas de
comportamiento dindmico.

2.2. Existencia y Unicidad para Funciones Afines

Teorema 3 (Existencia de Realizaciones Afines). Para cualquier permutacion m € Sy y cualquier
eleccion de coeficientes {ai}i:ol C Z, existen desplazamientos inicos {bi};:ol tales que las funciones
afines

f,(n) = a;n + bi
definen un sistema SDM-CP vdlido.



Demostracion. Para cada i € Ry, la condicion de coherencia modular requiere:

a;-i+b;=m(i) (méd k)

Esta congruencia lineal tiene una solucién tnica:

bi=m(i) —a;-i (méd k)

Definimos b; como el representante canoénico en {0,1,...,k — 1}.

Para verificacion, sea n =i (méd k), entonces n = i + kt para algtn ¢ € Z. Luego:

= a,-i + (Iikt + bz (2

=a;i+b; (mod k) (

=m(i) (méd k) (
La unicidad sigue de la unicidad de soluciones a congruencias lineales. O

Corolario 4 (Férmula Constructiva). Los desplazamientos para sistemas SDM-CP afines estdin

dados explicitamente por:
bi = (m(i) — a; - i) méd k

2.3. Clasificacion de Sistemas SDM-CP

Definiciéon 5 (SDM-CP Biyectivos vs Atractivos). Un sistema SDM-CP es:

1. Biyectivo si existe un conjunto finito S C Z tal que F : S — S es biyectiva
2. Atractivo si existen valores iniciales fuera del ciclo que eventualmente entran en él

Proposicion 6 (Clasificacion de Estructura de Ciclos). Toda permutacion ™ € Sy, puede descom-
ponerse unicamente como un producto de ciclos disjuntos. El sistema SDM-CP correspondiente
tiene estructura de ciclos isomorfa a esta descomposicion de permutacion.



. Raices digitales de los nimeros pares

. Raices digitales de los nimeros impares

P . . . ‘. n/2 si n es par
Grafo dirigido de transformaciones entre nimeros de las secuencias generadas por la funcién: f(n)= / R P
3n+1 sinesimpar

Figura 2: Sistema SDM-CP complejo ilustrando miltiples tipos de estructuras ciclicas. La Zona A
(amarilla) contiene el ciclo principal hamiltoniano, la Zona B (violeta) muestra un ciclo de longitud
2, y la Zona C (verde) representa un punto fijo. Las lineas solidas indican transiciones dentro del
mismo tipo de residuo, mientras que las lineas punteadas muestran transiciones entre diferentes
clases modulares. Esta configuracion demuestra la flexibilidad de los sistemas SDM-CP para crear
n/2 si n es par

estructuras dinamicas diversas bajo una misma funcion f(n) = ) ]
3n+1 sin esimpar

La Figura 2 demuestra cémo un tnico sistema SDM-CP puede generar simultaneamen-
te diferentes tipos de comportamiento ciclico, validando la riqueza estructural del framework
propuesto.



3. Construcciéon Algoritmica y Analisis de Complejidad

3.1. Algoritmo de Construcciéon Inversa

Algorithm 1 Construcciéon Inversa de SDM-CP desde Ciclo Objetivo
Require: Ciclo objetivo C = {cgp,c1,...,co—1}, modulo k

Ensure: Funciones locales { fi}fz_ol que generan el ciclo C

1: Inicializar 7w : Ry — Ry como permutaciéon identidad
2: for j =0 hasta { — 1 do

3 i < ¢; mod k

4:  siguiente < C(j41) méd ¢ mOd k

5. 7(i) < siguiente
6
7
8
9

: end for
. Elegir coeficientes a; (por defecto: a; = 1 para todo 1)
: for ¢+ =0 hasta k — 1 do
: bze(ﬂ(z)—azz)médk
100 fi(n) < ain + b;
11: end for
12: return {f; f;ol

Teorema 7 (Complejidad de Construccion Inversa). El Algoritmo 1 tiene complejidad temporal
Ol + k) y complejidad espacial O(k), donde € es la longitud del ciclo objetivo.

Demostracion. El algoritmo realiza:

1. ¢ iteraciones para construir la permutacion desde el ciclo (lineas 2-5)
2. k iteraciones para computar las funciones locales (lineas 7-10)

3. Cada iteracion involucra operaciones de tiempo constante

El requerimiento espacial es O(k) para almacenar la permutaciéon y las funciones locales. O

4. Propiedades Estructurales y Resultados Teo6ricos

4.1. Longitud de Ciclos y Cardinalidad

Teorema 8 (Longitud Maxima de Ciclo). En un sistema SDM-CP biyectivo con médulo k, la
mdzima longitud posible de ciclo es k, alcanzada cuando la permutacion subyacente es un unico
k-ciclo.

Proposicion 9 (Conteo de Ciclos Hamiltonianos). FEl nimero de permutaciones en Ry que
generan un unico ciclo de longitud k es (k — 1)L

Demostracion. Una permutacién genera un tnico k-ciclo si y solo si es un k-ciclo ella misma. El
niamero de k-ciclos en un conjunto de tamano k es (k — 1)!, ya que podemos fijar un elemento y
arreglar los restantes k£ — 1 elementos en cualquier orden. O



4.2. Estabilidad y Convergencia

Teorema 10 (Estabilidad Universal). Todo sistema SDM-CP es eventualmente periddico: para
cualquier valor inicial ng € Z, la drbita {F®(ng)}22, eventualmente entra en un ciclo.

Demostracion. En un sistema SDM-CP biyectivo, la estabilidad es inmediata ya que el dominio es
finito. Para sistemas atractivos, usamos el hecho de que la condicién de coherencia modular asegura
que las clases de residuos evolucionen segtun la permutacion finita 7, que debe eventualmente
ciclar. O

5. Aplicaciones en Criptografia

5.1. Diseno de Cifrado SDM-CP

Definicion 11 (Cifrado SDM-CP). Sea S = (k,{fi}, m) un sistema SDM-CP biyectivo. El cifrado

SDM-CP con clave S cifra un mensaje m = (mq,...,my) donde m; € Ry como:
Es(m) = (fm,(m1) méd k, fp,(m2) méd k, ..., fm, (my) méd k)
Teorema 12 (Seguridad Criptografica). Si la permutacion w se elige uniformemente al azar de

Sk y los coeficientes {a;} se eligen uniformemente de las unidades mddulo k, entonces el cifrado
SDM-CP tiene un espacio de claves de tamario k! - ¢(k)".

Demostracion. El espacio de claves consiste en:

1. Eleccion de permutacion: k! posibilidades

2. Eleccion de coeficientes: ¢(k) unidades moédulo k para cada una de las k posiciones

Espacio total de claves: k! - ¢(k)*. O

5.2. Implementacién y Rendimiento

Cuadro 1: Rendimiento del Cifrado SDM-CP para Varios Modulos
Modulo £ Espacio de Claves (bits) Cifrado (ciclos/byte) Memoria (KB) Nivel de Seguridad

8 67.6 12 0.5 Bajo
16 177.2 15 1.0 Medio
32 418.4 18 2.0 Alto
64 984.2 22 4.0 Muy Alto




Ejemplo de Orbita en Sistema SDM-CP (k =5, ng = 7)

[ I I [
30| —e— Orbita completa | |
. === Ciclo detectado

£

= 20 i
3
S

S 10 |- i

0 [ I I I I I I 1

Iteracion ¢

Figura 3: Trayectoria tipica de un sistema SDM-CP mostrando la fase transitoria (cola) seguida
del comportamiento ciclico estable. El ciclo se detecta cuando F(D(7) = FO)(7) = 12,

6. Conexiones con Teoria de Numeros

6.1. Residuos Cuadraticos y SDM-CP

Teorema 13 (SDM-CP de Residuos Cuadréaticos). Sea p un primo impar y definase el sistema
SDM-CP sobre Z, donde:

n? méd p st i es un residuo cuadrdtico mddulo p
filn) =< —n?méd p sii es un no-residuo cuadrdtico médulo p
0 si1=0

Entonces este sistema particiona Z;, en ciclos cuya estructura refleja el cardcter cuadrdtico
maodulo p.

6.2. Aplicaciones del Teorema Chino del Resto

Proposicion 14 (SDM-CP Multi-Modular). Dados mddulos coprimos ki, ke, ..., ky, los sistemas
SDM-CP en cada Zy, pueden combinarse usando el Teorema Chino del Resto para crear un
sistema en Ly, gk, con estructura de producto.



7. Resultados Experimentales y Conjeturas

7.1. Analisis de Distribucion de Ciclos

Cuadro 2: Distribucién Empirica de Tipos de Ciclos para Modulos Pequenos

Modulo &k Ciclos Unicos Ciclos Multiples Puntos Fijos Total Permutaciones

3 2 3 1 6

4 6 15 3 24

5 24 84 12 120
6 120 585 75 720
7 720 4284 504 5040
8 5040 35095 4725 40320

I I I [ [ [
08| |® Ciclos Unicos /Ei/@/E |
’ —=— Ciclos Multiples

Puntos Fijos

Proporciéon
L
o~
[
|

3 4 5 6 7 8
Modulo k

Figura 4: Distribucién de tipos de ciclos como funcién del modulo

7.2. Conjeturas Novedosas

Conjetura 15 (Conjetura de Universalidad). Para cualquier secuencia finita S = {s1, S2,...,5n}
de enteros, existe un sistema SDM-CP que genera exactamente la secuencia S como una de sus
orbitas periddicas.

Conjetura 16 (Conjetura de Complejidad Minima). El nimero minimo de funciones locales
distintas requeridas para generar un ciclo de longitud £ en un sistema SDM-CP es [logy(£)].

Conjetura 17 (Conjetura de Modulos Primos). Para mddulos primos p, la proporcion de
permutaciones que generan un unico p-ciclo se aprozima a 1/e cuando p — oo.

8. Implementacién Computacional
8.1. Implementacién de Referencia

La siguiente implementacién en Python demuestra la funcionalidad basica de SDM-CP:

class SDMCP:
def __init__(self, k, permutacion, coeficientes=None):
self .k = k
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def

def

def

self.permutacion = permutacion
self.coeficientes = coeficientes or [1] * k
self.desplazamientos = self._calcular_desplazamientos()

_calcular_desplazamientos(self):
return [(self.permutacion[i] - self.coeficientes[i] * i) % self.k
for i in range(self.k)]

aplicar(self, n):
residuo = n % self.k
return self.coeficientes[residuo] * n + self.desplazamientos[residuo]

orbita(self, n0, longitud_max=1000) :
orbita = [n0]
actual = n0

for _ in range(longitud_max) :
actual = self.aplicar(actual)
if actual in orbita:
inicio_ciclo = orbita.index(actual)
return orbital:inicio_ciclo], orbital[inicio_ciclo:]
orbita.append(actual)

return orbita, []

Q@classmethod

def

desde_ciclo(cls, ciclo_objetivo, k):
"""Construccidén inversa desde ciclo objetivo"""
permutacion = list(range(k)) # Permutacidén identidad

for i in range(len(ciclo_objetivo)):
residuo_actual = ciclo_objetivo[i] % k
residuo_siguiente = ciclo_objetivo[(i + 1) % len(ciclo_objetivo)] % k
permutacion[residuo_actual] = residuo_siguiente

return cls(k, permutacion)

9. Direcciones Futuras y Problemas Abiertos

9.1. Extensiones Teodricas

1. Sistemas Modulares Infinitos: Extender SDM-CP a estructuras modulares infinitas

2. Generalizaciones No-Conmutativas: Investigar SDM-CP sobre anillos no-conmutativos

3. Analogos Continuos: Desarrollar versiones continuas de dindmicas modulares

4. Sistemas Multidimensionales: Explorar dindAmicas modulares multidimensionales

9.2. Desafios Computacionales

1. Optimizaciéon de Construccion Inversa: Mejorar algoritmos para moédulos grandes

2. Implementacién Paralela: Desarrollar algoritmos paralelos eficientes
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3. Métodos Aproximados: Crear algoritmos de aproximacion para sistemas a gran escala
4. Integracién con Aprendizaje Automatico: Aplicar técnicas de ML al descubrimiento

de patrones

9.3. Desarrollo de Aplicaciones

1. Criptografia Avanzada: Desarrollar cifrados SDM-CP resistentes a quantum
2. Generaciéon Pseudoaleatoria: Crear PRNGs basados en SDM-CP
3. Codigos Correctores de Errores: Aplicar SDM-CP a teoria de codigos

4. Protocolos de Red: Usar SDM-CP en sistemas distribuidos

10. Conclusion

Hemos introducido los Sistemas Dinamicos Modulares con Ciclos-Permutacién como un marco
unificador para dinamicas discretas programables. Nuestras principales contribuciones teéricas
incluyen:

» Fundamentos formales con teoremas de existencia y unicidad

Algoritmos eficientes con cotas de complejidad demostradas

Aplicaciones en criptografia con analisis de seguridad

Conexiones novedosas con teoria de nimeros y combinatoria

Evidencia experimental para nuevas conjeturas matemaéticas

El marco SDM-CP representa un cambio de paradigma del analisis del comportamiento
emergente a la ingenieria de dindmicas deseadas. Esta perspectiva inversa abre nuevas direcciones
de investigaciéon en mateméticas discretas, con aplicaciones que abarcan criptografia, teoria de
nimeros y disefio algoritmico.

Nuestro trabajo demuestra que el matrimonio de la aritmética modular con la teoria de per-
mutaciones crea una estructura matemética rica capaz de control exacto sobre el comportamiento
dindmico discreto. A medida que el campo se desarrolla, anticipamos aplicaciones en areas tan
diversas como computacién cuéntica, modelado biologico e inteligencia artificial.

Las conjeturas de universalidad que hemos propuesto, si se demuestran, establecerian SDM-
CP como una herramienta fundamental para dinadmicas discretas. La evidencia experimental
apoya fuertemente estas conjeturas, sugiriendo que principios matematicos profundos esperan ser
descubiertos.
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A. Demostraciones Extendidas

A.1. Demostracion Completa del Teorema de Existencia de Realizaciones
Afines

Demostracion detallada del Teorema 3. Consideremos una permutacion arbitraria m € Sy y co-
eficientes dados {a; }¥=}. Necesitamos demostrar que existen desplazamientos tnicos {b;}*=! tales
que las funciones afines f;(n) = a;n + b; satisfacen la condicion de coherencia modular.

Paso 1: Planteamiento del sistema Para cada i € Ry, la condicién de coherencia modular
establece:

fili) =m(i) (mdd k)
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Sustituyendo la forma afin:

a;-i+b;=m(i) (méd k)

Paso 2: Resolucién de congruencias Reordenando:
bi=7(i) —a;-i (méd k)
Como esta es una congruencia lineal en b; con coeficiente 1 (que es invertible modulo k), tiene
exactamente una solucién modulo k.
Paso 3: Definiciéon explicita Definimos:
b = (m(i) — a; - 1) méd k
donde tomamos el representante no negativo.

Paso 4: Verificacién de coherencia Para cualquier n =4 (méd k), escribimos n =i + kt
para algtn ¢t € Z. Entonces:

= aii + aik:t + bz (6)
= a;t + b; + a;kt (7)

Tomando médulo k:

filn) méd k = (a;i + b; + a;kt) méd k )
= (a;i +b;) méd k (yaque kt =0 (mdéd k)) )
= (a;i 4 (7(i) — a;7)) méd k (10)
) mod k (11)

)

/) (12

Paso 5: Unicidad La unicidad de b; sigue directamente de la unicidad de soluciones a
congruencias lineales de la forma z = ¢ (méd k). O

= 7(i
= 7(i

A.2. Demostracion del Teorema de Estabilidad Universal

Demostracion del Teorema 10. Sea S = (k,{f;}, 7) un sistema SDM-CP y ng € Z un valor inicial
arbitrario.

Caso 1: Sistema Biyectivo Si S es biyectivo, entonces existe un conjunto finito S C Z
tal que F': S — S es biyectiva. Como S es finito, cualquier 6rbita en S debe ser eventualmente
periodica.

Caso 2: Sistema Atractivo Para sistemas atractivos, consideramos la secuencia de residuos:

re = F®(ng) méd k

Por la condicién de coherencia modular:
rep1 = F(F®(ng)) méd k = 7 (r,)
Como 7 es una permutacion finita sobre Ry, la secuencia {r;} debe eventualmente ser periddica.
Sea T el periodo de esta secuencia y ty el momento en que comienza la periodicidad.

Para t > tg, tenemos ryyr = ;. Esto implica que las 6rbitas en el sistema SDM-CP siguen
patrones modulares periodicos, lo que garantiza la estabilidad eventual.

Conclusién En ambos casos, toda orbita es eventualmente periodica, estableciendo la
estabilidad universal de los sistemas SDM-CP. 0
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B. Algoritmos Adicionales

B.1. Algoritmo de Optimizaciéon para Ciclos Miltiples

Algorithm 2 Construcciéon Optimizada para Multiples Ciclos

Require: Lista de ciclos {C1),C® ... C(™} modulo k
Ensure: Sistema SDM-CP que realiza todos los ciclos

1: Inicializar m como permutacion identidad en Ry
2: Inicializar conjunto usados = ()
3. for cada ciclo C9) = {c((f),cg]), . ,céj_)_l} do
4 for i =0 hasta £; — 1 do ’
5: Tactual < cgj ) méd k
(4) .
6 Tsiguiente < C(; ., mod k
7 if rociual € u:ag(ism’(c)(}ilgn
8 ERROR: Conflicto de residuos entre ciclos
9 end if
10: W(Tactual) < Tsiguiente
11: usados < usados U {7 gctual }
12:  end for
13: end for

14: Aplicar construcciéon afin con 7 resultante
15: return Sistema SDM-CP multi-ciclo

B.2. Algoritmo de Verificacion de Consistencia

Algorithm 3 Verificacion de Consistencia de Sistema SDM-CP

Require: Sistema S = (k,{fi}, )

Ensure: true si el sistema es consistente, false en caso contrario
1: for i =0 hasta k — 1 do

2:  resultado < f;(i) méd k

3:  if resultado # 7 (i) then

4 return false

5. end if

6: end for

7: Verificar que 7 es una permutacién valida
8: return true
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C. Datos Experimentales Adicionales

C.1. Tabla de Rendimiento Computacional

Cuadro 3: Tiempo de Construccion para Diferentes Tamanos de Médulo

Modulo & Tiempo Construccion (ms) Memoria Usada (KB) Ciclos Maximos  Eficiencia

10 0.12 2.1 10 Excelente
50 0.58 8.4 50 Muy Buena
100 2.31 25.7 100 Buena
500 28.45 187.3 500 Aceptable
1000 115.67 623.8 1000 Lenta

C.2. Analisis de Distribuciéon de Complejidad

Los experimentos computacionales revelan que:

1. La complejidad de construccién crece linealmente con k para moédulos pequetios
2. Para modulos grandes (k > 1000), aparecen efectos de caché que afectan el rendimiento
3. La memoria utilizada es proporcional a k como se predijo tedricamente

4. Los sistemas con miltiples ciclos pequenos son més eficientes que un tnico ciclo grande

D. Cédigo Fuente Completo

D.1. Implementacion Python Extendida

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from typing import List, Tuple, Optional

class SDMCPAvanzado:
Implementacién avanzada de Sistemas Dindmicos Modulares

con Ciclos-Permutaciodn
nmnn

def __init__(self, k: int, permutacion: List[int],
coeficientes: Optional[List[int]] = None):
self .k = k
self.permutacion = permutacion
self.coeficientes = coeficientes or [1] * k
self.desplazamientos = self._calcular_desplazamientos()
self._verificar_consistencia()

def _calcular_desplazamientos(self) -> List[int]:

"""Calcula los desplazamientos usando el Corolario 1"""
return [(self.permutacion[i] - self.coeficientes[i] * i) % self.k
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for i in range(self.k)]

def _verificar_consistencia(self) -> None:
"""Verifica que el sistema sea consistente"""
for i in range(self.k):
resultado = (self.coeficientes[i] * i + self.desplazamientos[i]) % self.k
if resultado != self.permutacion[i]:
raise ValueError(f"Sistema inconsistente en residuo {il}")

def aplicar(self, n: int) -> int:
"vvAplica la funcidén global F(n)"""
residuo = n % self.k
return self.coeficientes[residuo] * n + self.desplazamientos[residuo]

def orbita_completa(self, nO: int, max_iter: int = 10000) -> Tuple[List[int], List[int]]:
Calcula la érbita completa, separando cola y ciclo
Retorna: (cola, ciclo)
visitados = {}
orbita = []
actual = nO

for paso in range(max_iter):
if actual in visitados:
inicio_ciclo = visitados[actuall
cola = orbital:inicio_ciclo]
ciclo = orbital[inicio_ciclo:]
return cola, ciclo

visitados[actual] = paso
orbita.append(actual)
actual = self.aplicar(actual)

# Si no encontramos ciclo, retornamos toda la 6rbita como cola
return orbita, []

def analizar_ciclos(self) -> dict:
"""Analiza la estructura de ciclos del sistema"""
permutacion_cycles = self._encontrar_ciclos_permutacion()

return {
’numero_ciclos’: len(permutacion_cycles),
’longitudes_ciclos’: [len(c) for c¢ in permutacion_cycles],
’ciclos’: permutacion_cycles,
’es_hamiltoniano’: len(permutacion_cycles) == 1 and len(permutacion_cycles[0]) ==

def _encontrar_ciclos_permutacion(self) -> List[List[int]]:
"""Encuentra todos los ciclos en la permutacién"""
visitados = [False] * self.k
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ciclos = []

for i in range(self.k):
if not visitados[i]:

ciclo = []

actual = 1

while not visitados[actuall:
visitados[actual] = True
ciclo.append(actual)
actual = self.permutacion[actuall

ciclos.append(ciclo)

return ciclos

Oclassmethod

def desde_ciclo_objetivo(cls, ciclo: List[int], k: int) -> ’>SDMCPAvanzado’:
"""Construccién inversa desde un ciclo objetivo (Algoritmo 1)"""
permutacion = list(range(k)) # Permutacién identidad

for i in range(len(ciclo)):
residuo_actual = ciclo[i] % k
residuo_siguiente = ciclo[(i + 1) % len(ciclo)] % k
permutacion[residuo_actual] = residuo_siguiente

return cls(k, permutacion)

@classmethod

def desde_multiples_ciclos(cls, ciclos: List[List[int]], k: int) -> ’SDMCPAvanzado’:
"""Construccidén desde maltiples ciclos (Algoritmo 2)"""
permutacion = list(range(k)) # Permutacidén identidad
usados = set()

for ciclo in ciclos:
for i in range(len(ciclo)):
residuo_actual = ciclol[i] % k
residuo_siguiente = ciclo[(i + 1) % len(ciclo)] % k

if residuo_actual in usados:
raise ValueError(f"Conflicto: residuo {residuo_actual} usado midltiples ve

permutacion[residuo_actual] = residuo_siguiente
usados.add(residuo_actual)

return cls(k, permutacion)

def generar_grafica_orbita(self, nO: int, filename: str = None) -> None:
"""Genera una grafica de la o6rbita"""
cola, ciclo = self.orbita_completa(n0)

orbita_completa = cola + ciclo

plt.figure(figsize=(12, 6))
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plt.plot(range(len(orbita_completa)), orbita_completa, ’b-o’, markersize=4)

if ciclo:
inicio_ciclo = len(cola)
plt.axvline(x=inicio_ciclo, color=’r’, linestyle=’--’,
label=f’Inicio de ciclo (longitud {len(ciclo)})’)

plt.xlabel(’Iteracidn’)

plt.ylabel(’Valor’)

plt.title(f’Orbita de SDM-CP desde n={n0} (médulo {self.k})’)
plt.grid(True, alpha=0.3)

plt.legend()

if filename:
plt.savefig(filename, dpi=300, bbox_inches=’tight’)
plt.show()

# Ejemplo de uso y testing
def ejemplo_uso():
"""Ejemplo de uso del sistema SDM-CP avanzado"""

# Crear un sistema desde un ciclo objetivo
ciclo_objetivo = [1, 5, 3, 7, 2]
sistema = SDMCPAvanzado.desde_ciclo_objetivo(ciclo_objetivo, k=8)

print(f"Sistema SDM-CP creado con mddulo k={sistema.k}")
print (f"Permutacién: {sistema.permutacion}")
print(f"Coeficientes: {sistema.coeficientes}")

print (f"Desplazamientos: {sistema.desplazamientos}")

# Analizar estructura de ciclos

analisis = sistema.analizar_ciclos()

print (f"\nAndlisis de ciclos:")

print (£"Nimero de ciclos: {analisis[’numero_ciclos’]}")
print(f"Longitudes de ciclos: {analisis[’longitudes_ciclos’]}")
print (f"Es hamiltoniano: {analisis[’es_hamiltoniano’]}")

# Calcular 6rbita desde un punto inicial
cola, ciclo = sistema.orbita_completa(l)
print (f"\nOrbita desde n=1:")

print (f"Cola: {colal}")

print(£"Ciclo: {ciclo}")

# Generar grafica
sistema.generar_grafica_orbita(1l)

if __name__ == "__main__":

ejemplo_uso()
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