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Resumen

Presentamos una generalización de los sistemas dinámicos tipo Collatz que unifica
el estudio de ciclos periódicos con la teoŕıa de ráıces primitivas módulo primos. Para
un primo impar k ≥ 3 y una base g ≥ 2 coprima con k, definimos la transformación
fg,k(n) =

n+a(n)k
g donde a(n) es el único entero en {0, 1, . . . , g−1} tal que n+a(n)k ≡ 0

(mód g).
Demostramos que todas las órbitas periódicas no triviales de fg,k tienen longitud

exactamente ordk(g), y que el número total de ciclos es k−1
ordk(g)

. Esto establece una
equivalencia funcional: k admite un único ciclo largo si y solo si g es ráız primitiva
módulo k, proporcionando aśı un criterio dinámico para la conjetura de Artin.

Introducimos el concepto de “huella Artin” Hk(g) =
(

k−1
ordk(g)

, ordk(g)
)
que caracte-

riza completamente la estructura orbital del sistema. La demostración se basa en una
semiconjugación entre fg,k y la multiplicación por g−1 en el grupo (Z/kZ)×, reducien-
do el análisis dinámico al estudio de automorfismos lineales en grupos multiplicativos
finitos.

1. Introducción y motivación

La teoŕıa de ráıces primitivas establece que, dado un número primo p, existen enteros
g que generan el grupo multiplicativo (Z/pZ)× mediante sus potencias sucesivas. Dichos
generadores, denominados ráıces primitivas, desempeñan un papel fundamental en teoŕıa de
números, criptograf́ıa y en la formulación de la Conjetura de Artin.

El objetivo de este trabajo es proponer un marco dinámico que unifique el estudio de las
ráıces primitivas con sistemas iterativos del tipo Collatz parametrizado. A través de funciones
de la forma

fg,k(n) =


n
2
, n par,

gn+k
2

, n impar,

con k primo impar y g coprimo con k, se obtiene una correspondencia directa entre la dinámi-
ca de órbitas y la estructura multiplicativa de (Z/kZ)×. Este enfoque permite caracterizar la
existencia y longitud de ciclos en términos del orden multiplicativo de g módulo k, introdu-
ciendo la noción de huella Artin como herramienta conceptual.
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De esta manera, el estudio se sitúa en la intersección entre sistemas dinámicos discretos y
teoŕıa algebraica de números, ofreciendo un lenguaje unificado para describir ciclos periódicos
y propiedades de ráıces primitivas.

2. Definiciones y enunciado principal

Sea k ≥ 3 un primo impar y g ≥ 2 un entero con gcd(g, k) = 1. Definimos la transforma-
ción

fg,k(n) =
n+ a(n)k

g

donde a(n) ∈ {0, 1, . . . , g − 1} es el único entero tal que n+ a(n)k ≡ 0 (mód g).

Observación 2.1. La unicidad de a(n) se garantiza porque k es invertible módulo g (ya que
gcd(g, k) = 1). Expĺıcitamente, a(n) ≡ −nk−1 (mód g).

Ejemplo 1 (Caso g = 2). Cuando g = 2, obtenemos

f2,k(n) =

{
n
2

si n es par
n+k
2

si n es impar

que generaliza la función de Collatz con parámetro k en lugar del valor fijo 3.

Teorema 2.1 (Regla General de Ciclos). Sea L = ordk(g) el orden multiplicativo de g módulo
k. Entonces:

1. Dinámica inducida: fg,k induce sobre (Z/kZ)× la aplicación lineal

φ(n̄) = g−1n̄

donde g−1 es el inverso multiplicativo de g módulo k.

2. Punto fijo único: n = k es punto fijo de fg,k y se tiene a(k) = g − 1.

3. Longitud uniforme: Toda órbita periódica no trivial de fg,k tiene longitud exacta-
mente L.

4. Conteo de ciclos: El número de ciclos no triviales es k−1
L
.

3. Demostración del teorema principal

3.1. Semiconjugación fundamental

Proposición 3.1. Para todo n, se cumple fg,k(n) ≡ g−1n (mód k). (“inverso multiplicativo
módulo k”)
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Demostración. Como k | a(n)k, tenemos n + a(n)k ≡ n (mód k). Sea u = g−1 (mód k),
entonces gu = 1 + tk para algún t ∈ Z. Por tanto:

g · fg,k(n) = n+ a(n)k ≡ n (mód k)

⇒ u · g · fg,k(n) ≡ un (mód k)

Sustituyendo ug = 1 + tk y reduciendo módulo k:

fg,k(n) ≡ un = g−1n (mód k)

La Proposición 3.1 establece la semiconjugación:

π ◦ fg,k = φ ◦ π

donde π : Z → Z/kZ es la proyección canónica y φ(n̄) = g−1n̄.

3.2. Análisis del punto fijo

Por definición, a(k) satisface k + a(k)k ≡ 0 (mód g), es decir:

k(1 + a(k)) ≡ 0 (mód g)

Como gcd(k, g) = 1, se deduce 1+ a(k) ≡ 0 (mód g), lo que implica a(k) ≡ −1 (mód g).
En el rango 0 ≤ a(k) ≤ g − 1, esto fuerza a(k) = g − 1. Por tanto:

fg,k(k) =
k + (g − 1)k

g
=

gk

g
= k

3.3. Estructura orbital en (Z/kZ)×

El grupo (Z/kZ)× tiene k − 1 elementos y es ćıclico. La transformación φ(n̄) = g−1n̄ es
un automorfismo cuyas órbitas son las clases laterales del subgrupo ćıclico:

H = ⟨g−1⟩ = {(g−1)t : t ∈ Z}

Como |H| = ordk(g) = L, por el teorema de Lagrange:

Toda órbita no nula de φ tiene longitud L

El número de órbitas no nulas es k−1
L
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3.4. Levantamiento de órbitas

Lema 3.2 (Levantamiento de órbitas). Cada órbita no nula de φ se levanta a un ciclo de
fg,k de longitud exactamente L.

Demostración. Sea (n0, n1, . . . , nℓ−1) un ciclo no trivial de fg,k. Iterando la relación de recu-
rrencia:

nt+1 =
nt + atk

g
⇒ nℓ =

n0 + k
∑ℓ−1

j=0 ajg
j

gℓ

Multiplicando por gℓ y usando la condición ćıclica nℓ = n0:

(gℓ − 1)n0 = k

ℓ−1∑
j=0

ajg
j

Esto implica k | (gℓ − 1)n0. En un ciclo no trivial, k ∤ n0 (pues de lo contrario la órbita
seŕıa eventualmente periódica hacia el punto fijo k), aśı que necesariamente:

k | (gℓ − 1) ⇔ gℓ ≡ 1 (mód k)

Por definición de L = ordk(g), esto implica L | ℓ.
Rećıprocamente, la proyección π(ni) ≡ ni (mód k) debe recorrer una órbita completa de

φ de longitud L antes de que el ciclo se cierre. Por tanto, ℓ = L.

4. Aplicaciones a la conjetura de Artin

Corolario 4.1 (Criterio dinámico de Artin).

Número de ciclos no triviales = 1 ⇔ ordk(g) = k − 1 ⇔ g es ráız primitiva módulo k

Definición 4.2 (Huella Artin). Para un primo k y base g coprima con k, definimos la huella
Artin como:

Hk(g) =

(
k − 1

ordk(g)
, ordk(g)

)
La huella Artin codifica completamente la estructura orbital:

Si Hk(g) = (1, k − 1), entonces g es ráız primitiva módulo k

Si Hk(g) = (d, (k − 1)/d), entonces el subgrupo ⟨g⟩ tiene ı́ndice d en (Z/kZ)×

Observación 4.1 (Test múltiple). Para un conjunto de bases candidatas G = {g1, . . . , gt}, el
vector de huellas (Hk(gi))

t
i=1 permite determinar simultáneamente cuáles de las bases son

ráıces primitivas módulo k.
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Nota sobre conexiones con OEIS. Para el caso en que k = p es primo, el número de
ciclos de fg,k es

p− 1

ordp(g)
,

donde ordp(g) es el menor entero positivo x tal que gx ≡ 1 (mód p). Este cociente coincide
exactamente con secuencias catalogadas en OEIS. Por ejemplo, para g = 2 corresponde
a la sucesión A001917, definida como a(n) = (p − 1)/ ordp(2) con p = prime(n). De forma
análoga, para g = 3 se obtiene A094593, y para otros generadores existen sucesiones similares
(cf. A211452 para g = 7, A211454 para g = 9).
Nuestro aporte no consiste en tabular estos valores, sino en mostrar que son precisamente el
número de ciclos de fg,k, mientras que la longitud de cada ciclo viene dada por ordk(g). De
este modo, las sucesiones de OEIS aparecen aqúı interpretadas como invariantes dinámicos
de un sistema tipo Collatz, lo que permite unificar su lectura con la teoŕıa de ráıces primitivas
y la huella Artin.

5. Extensiones y comentarios

Observación 5.1 (Caso k compuesto e impar). Cuando k es compuesto e impar, la estructura
de los ciclos bajo fg,k se vuelve más compleja: ya no se garantiza un único ciclo largo asociado
a una ráız primitiva. En su lugar, aparecen descomposiciones en ciclos de longitudes que
dividen a φ(k). Esto refleja la factorización de (Z/kZ)× en producto de grupos ćıclicos.

Ejemplo 5.1 (Caso k=9, g=2). El grupo (Z/9Z)× es isomorfo a C6, generado por 2. Aqúı
ord9(2) = 6 y φ(9) = 6, de modo que 2 es ráız primitiva módulo 9. La función f2,9 presenta
un ciclo de longitud 6 sobre el bloque de unidades. En cambio, los elementos no coprimos
con 9 (múltiplos de 3) generan órbitas degeneradas que no aparecen en el caso primo.

Ejemplo 5.2 (Caso k=15, g=2). El grupo (Z/15Z)× es isomorfo a C4×C2. Aqúı ord15(2) = 4,
y la estructura orbital de f2,15 refleja esta factorización: aparecen ciclos de longitud 4, pero
no existe un ciclo único de longitud φ(15) = 8. Esto muestra cómo los módulos compuestos
generan dinámicas más fragmentadas.

Observación 5.2 (Dominancia por la base). Para k primo, el comportamiento de fg,k está
dominado por la base g: si g es ráız primitiva, se obtiene un único ciclo de longitud k − 1;
si no lo es, los ciclos tienen longitudes que dividen ordk(g). Esta dicotomı́a conecta de forma
directa con la teoŕıa de órdenes multiplicativos y ráıces primitivas.

Ejemplo 5.3 (Cálculo expĺıcito con k=7, g=3). Se tiene ord7(3) = 6 (pues 36 ≡ 1(mód 7)
y 3d ̸≡ 1 para d < 6). La huella de Artin es H7(3) = (1, 6), de donde se concluye que 3 es
ráız primitiva módulo 7. En consecuencia, f3,7 presenta un único ciclo no trivial de longitud
6 en el bloque de unidades. Computacionalmente, cualquier n ̸≡ 0(mód 7) entra en un ciclo
de exactamente 6 elementos bajo la iteración de f3,7.

Conexión conceptual con la Conjetura de Artin. La Conjetura de Artin establece
la existencia de infinitos primos para los cuales una base fija g es ráız primitiva. Nuestro
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planteamiento no avanza en su demostración, pero śı ofrece una perspectiva conceptual dis-
tinta: la dinámica asociada permite “iluminar” la estructura de estos casos, haciendo visibles
los ciclos completos en los que g actúa como generador del grupo multiplicativo. En otras
palabras, lo que antes se intúıa sólo como una propiedad aritmética abstracta, aqúı apare-
ce representado como un fenómeno dinámico concreto: la presencia de un ciclo máximo de
longitud p− 1.

Consideraciones de complejidad. Para un primo p y una base g, la condición “g es ráız
primitiva módulo p” equivale a ordp(g) = p − 1. La verificación es eficiente siempre que se
disponga de la factorización de p − 1: basta comprobar que g(p−1)/q ̸≡ 1 (mód p) para cada
primo q | (p−1). Dicho certificado de factorización permite un test en tiempo polinómico. En
ausencia de esta factorización, no se conoce un algoritmo determinista en tiempo polinómico
que resuelva el problema en general.

En contraste, encontrar primos p para los cuales g sea ráız primitiva es un problema
mucho más delicado: está directamente relacionado con la conjetura de Artin sobre ráıces
primitivas y con resultados de tipo Chebotarev en teoŕıa anaĺıtica de números. Actualmente
no se dispone de un procedimiento incondicional en tiempo polinómico (en log p) que genere
sistemáticamente tales primos; bajo hipótesis anaĺıticas fuertes se obtienen densidades y cotas
efectivas, pero el caso general sigue abierto.

6. Conclusiones y perspectivas

Hemos establecido una correspondencia biuńıvoca entre la estructura de ciclos de los sis-
temas dinámicos fg,k y las propiedades de ráız primitiva en teoŕıa de números. Esta conexión
sugiere nuevas direcciones de investigación:

Métodos probabiĺısticos: Análisis estad́ıstico de huellas de Artin para grandes con-
juntos de primos.

Algoritmos mejorados: Explotación de la estructura dinámica para acelerar tests de
primitividad.

Generalizaciones algebraicas: Extensión a cuerpos finitos y variedades aritméticas.

El teorema principal proporciona aśı no solo una unificación conceptual de dos áreas clási-
cas, sino también herramientas concretas para abordar problemas abiertos desde perspectivas
renovadas.
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