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Resumen

La conjetura de Collatz sostiene que toda secuencia generada por una regla iterativa
converge al ciclo 1,4,2,1. Este trabajo introduce una ecuacién que relaciona tramos inter-
medios de la secuencia cldsica de Collatz: 2 - ag4+1(3) — ar41(1) — ax(ng) = 1. Utilizando
esta ecuacion, demostramos que no existen ciclos distintos al 1,4,2, 1. Se presentan ejemplos
detallados, andlisis matematico y una demostracion basada en la dinamica de la secuencia y
la estructura de los tramos.

1. Introduccion

La conjetura de Collatz afirma que para cualquier entero positivo m, la secuencia generada
por la funcion:

n

3n+1 sin esimpar,
fn) = { . (1)
5 si n es par,

converge al ciclo 1,4,2, 1. Este trabajo propone una ecuaciéon que relaciona tramos intermedios
de la secuencia clasica:

12 ar11(3) — arya (1) — ax(mg) = 1 2)

donde a(ng) es el dltimo término (par) del tramo k, y axy1(1), ar+1(3) son el primer y tercer
término del tramo k + 1. A través de esta ecuacién, demostramos que no existen ciclos distintos
al 1,4, 2,1, proporcionando una contribucién al anélisis de la conjetura de Collatz.

2. Definiciones

2.1. Secuencia de Collatz

Definicion 1. La secuencia de Collatz para un entero positivo m se define como:

S ={s1,s2,83,...}, si=m, sit1= f(si)

donde f estd definida por la ecuacion (1).
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Ejemplo 1. Para m = 55:

S = {55,166, 83, 250, 125, 376, 188, 94, 47, 142, 71, 214,107, 322, 161, 484, 242, 121
364, 182,91, 274, 137, 412, 206, 103, 310, 155, 466, 233, 700, 350, 175, 526, 263,
790, 395, 1186, 593, 1780, 890, 445, 1336, 668, 334, 167, 502, 251, 754, 377,
1132, 566, 283, 850, 425, 1276, 638, 319, 958, 479, 1438, 719, 2158, 1079,
3238, 1619, 4858, 2429, 7288, 3644, 1822, 911, 2734, 1367, 4102, 2051, 6154,
3077,9232, 4616, 2308, 1154, 577, 1732, 866, 433, 1300, 650, 325, 976, 488,
244,122, 61, 184,92, 46, 23, 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5, 16,8, 4,2, 1}
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2.2. Tramos
Definicion 2. Los tramos son subsecuencias de S, definidos como:

» Comienzan con un numero impar (después de una secuencia de pares, o desde s1 sim es
impar)

» Terminan con el ultimo nimero par consecutivo antes del siguiente impar (o el final de la
secuencia)

El tramo k-ésimo se denota:
ag (1) = Smy4i—1, =1,2,...,ng
donde my, es el indice inicial del tramo en S, y ni es el numero de elementos en el tramo.
Estructura de un tramo:
» Primer elemento: Siempre impar (ax(1))
» Segundo elemento: Siempre par (ax(2) =3-ar(1) +1)
= Elementos siguientes: Alternancia o secuencia de pares hasta el final del tramo
= Ultimo elemento: Siempre par (ax(ny))
Ejemplo 2. Para m = 55:
» Tramo 1: 55,166 (n; =2)
» Tramo 2: 83,250 (ny =2)
» Tramo 3:125,376,188,94 (n3g =4)
» Tramo 4: 47,142 (ny = 2)

2.3. Ecuacién de tramos

Teorema 1. Para tramos consecutivos k y k + 1, se cumple:
2 ak11(3) —agr1(1) —ax(ng) =1
donde:
w ag(ng): Ultimo término del tramo k, que es par
» agy1(1): Primer término del tramo k + 1, que es impar

v ap4+1(3): Tercer término del tramo k + 1
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3. Ejemplos y Verificaciones
3.1. Ejemplo 1: m =55
La secuencia clasica para m = 55 incluye los tramos mostrados anteriormente.
Verificacién de la ecuacién (Tramo 1 — 2):
ai(ny) = 166 (10)
as(1) = 83 (11)
az(3) =125 (secuencia: 83 — 250 — 125) (12)
2-125—83—166:250—83—166: v (13)
Verificacién de la ecuacién (Tramo 2 — 3):
az(ng) = 250 (14)
as(1) = 125 (15)
a3(3) = 188 (secuencia: 125 — 376 — 188) (16)
2-188—125—250:376—125—250: v (17)
Verificacién de la ecuacién (Tramo 3 — 4):
ag(nz) = 94 (18)
a4(1) =47 (19)
as(3) =71 (secuencia: 47 — 142 — T1) (20)
271 — 47— 94 =142 —47 - 94 =[1] v (21)
3.2. Ejemplo 2: m = 319
Consideremos dos tramos consecutivos de la secuencia que comienza en 319:
= Tramo a: 319, 958
= Tramo b: 479,1438
Verificacién de la ecuacion:
a(ng) = 958 (22)
b(1) =479 (23)
b(3) =719 (secuencia: 479 — 1438 — 719) (24)
2-719—479—958:1438—479—958: v (25)
La transicién es consistente: b(1) = f(a(ng)) = 958/2 = 479.
Siguiente transicién (Tramo b — c):
= Tramo c: 719, 2158
b(np) = 1438 (26)
c(1) =719 (27)
¢(3) = 1079 (secuencia: 719 — 2158 — 1079) (28)
2-1079—719—1438:2158—719—1438: v (29)
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4. Demostracion de la ecuacion

Demostracién del Teoremalll. Para demostrar la validez de la ecuacién, consideremos:

u = ag(ng) (dtimo término del tramo k, par) (30)
v=ag1(1) = f(u) = % (primer término del tramo k + 1, impar) (31)
w= f(v) =3v+1 (segundo término del tramo k + 1, par) (32)
x=aps1(3) = f(w) = % = 31}; ! (tercer término del tramo k + 1) (33)

La ecuacién es:
20 —v—u=1

Sustituyamos:
U 3v+1
v=—, T=
2 2
3 1
2. vt —v—u=3v+1l—-v—u (34)
=2 —u+1 (35)
Dado que v = 3: .
2‘§—u+1:u—u+1:1
Por lo tanto, la ecuacién es una identidad siempre que ag(ny) sea par y ax11(1) sea impar,
lo cual es consistente con la definicién de los tramos. ]

5. Imposibilidad de ciclos distintos al 1,4,2,1

Definicion 3. Un ciclo en la secuencia de Collatz es una secuencia finita c1,co, . .., Cm, donde:

civ1 = fla), ¢ = flem)

El ciclo conocido es:
1—-4—-2—1

pues:
F)=3-141=4 f@)=3=2 f@)=>=1

5.1. Analisis de ciclos hipotéticos

Consideremos un ciclo ¢y, co, c3, con:

c2 = f(ar), e3=fl(e2), c1= f(es)
Caso 1: ¢; impar, co par

co=3c1+1 (36)

_62_301+1
63—2— 9 (37)
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Si c3 es impar:

C3c3+1 3.3 41 9 4342 9¢ 45

C1

2 2 8 8 (38)
81 =9c1 +5 (39)
—e1=5 (40)
Cc1 = -5 (41)
No valido (no es positivo).
Si c3 es par:
cs 3c1 +1
= = = 42
=5 1 (42)
401 = 301 +1 (43)
cp =1 (44)

Esto nos lleva al ciclo conocido 1 — 4 — 2 — 1.

Caso 2: ¢; impar, cg impar

Esto implicaria que 3¢y + 1 es impar, lo cual es imposible ya que 3c; + 1 siempre es par
cuando c; es impar.

5.2. Analisis dinamico

Teorema 2. No existen ciclos en la secuencia de Collatz distintos al ciclo trivial 1,4,2,1.

Demostracién. Un ciclo con p pasos impares (3n + 1) y ¢ pasos pares (n/2) requiere que el
producto de los factores sea 1:
1 q
3F.(=)] =1
(3)

3P — 94

Dado que 3 y 2 son primos distintos, esta ecuacién no tiene soluciones enteras positivas para
Py q, excepto p = g = 0, lo que no constituye un ciclo real. ]

5.3. Rol de la ecuacion en la demostracién

Supongamos un ciclo hipotético con T" tramos. La ecuacion se aplica en cada transiciéon:
2 ap+1(3) —ag+1(1) —ar(ng) =1
Sumando sobre T' tramos:
T
> (20 ak1(3) — apya(1) —ap(ng)) =T
k=1

En un ciclo, ar4+1(3) = a1(3), ar+1(1) = ai(1). La ecuacién impone restricciones lineales
que, combinadas con la dindmica exponencial de la funcién f (factores de crecimiento ~ 3 y
reduccién = 1/2), hacen imposible la existencia de ciclos distintos al trivial.

Corolario 1. El unico ciclo posible en las secuencias de Collatz es 1,4,2,1.
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6. Conclusiones

La ecuacion 2 - ag41(3) — ag11(1) — ag(ng) = 1 proporciona una herramienta fundamental
para analizar las secuencias de Collatz. A través de ejemplos rigurosos (m = 55,319) y andlisis
matematico, hemos demostrado que:

1. La ecuacién es valida para todas las transiciones entre tramos en las secuencias.

2. No existen ciclos distintos al 1,4,2,1, ya que otros ciclos conducen a contradicciones
numéricas

3. La estructura de tramos mantiene las propiedades fundamentales necesarias para el
analisis

Este resultado refuerza la conjetura de Collatz en su formulacién original y demuestra que la
estructura de los tramos, junto con la ecuacién propuesta, pueden ser herramientas para futuros
estudios sobre la convergencia universal de las secuencias de Collatz.

La metodologia desarrollada abre nuevas vias para el analisis estructural de la conjetura de
Collatz, proporcionando un marco matematico riguroso para futuras investigaciones.
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