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Resumen

El Escrito CLV identificó la dificultad de HP como la no-estacionariedad
de la familia {Md(p),r}p. Este escrito muestra que esa familia es, en realidad,

mucho más ŕıgida de lo que parećıa: la clase de Kummer de βp = 3 · 2−sr(p)

en Q∗/(Q∗)5 depende únicamente de sr(p) mód 5, de modo que la familia
completa cae en exactamente cinco campos fijos:

Fj = Q
(
ζ5, (3 · 2−j)1/5

)
, j = 0, 1, 2, 3, 4.

Como consecuencia, HP no es un problema de ≪Chebotarev dinámico≫ sobre
infinitas extensiones cambiantes, sino de equidistribución entre cinco proble-
mas de Chebotarev clásicos acoplados.

1. La clasificación en cinco campos

Teorema 1.1 (Cinco clases de Kummer). Para todo primo p en la torre y todo
r ∈ {0, . . . , g − 1}:

Md(p),r = Q
(
ζg,

(
3 · 2−sr(p)

)1/g) ∼= Fj sobre Q(ζg),

donde j = sr(p) mód g ∈ {0, . . . , g − 1} y

Fj = Q
(
ζg, (3 · 2−j)1/g

)
.

En particular, la familia {Md(p),r}p,r tiene exactamente g = 5 clases de isomorfismo
sobre Q(ζg).

Demostración. En el grupo Q∗/(Q∗)g:

3 · 2−sr(p) ≡ 3 · 2−j (mód (Q∗)g), j = sr(p) mód g,

porque 2−g ∈ (Q∗)g (es (2−1)g), luego 2−sr(p) = 2−j · (2−m)g para m = (sr(p)− j)/g.
Dos extensiones de Kummer Q(ζg, α

1/g) y Q(ζg, α
′1/g) son isomorfas sobre Q(ζg) si

y solo si α/α′ ∈ (Q(ζg)
∗)g. Como [Q(ζg) : Q] = g − 1 y gcd(g − 1, g) = 1, un

elemento de Q∗ es potencia g-ésima en Q(ζg) si y solo si lo es en Q. Los cinco
campos F0, . . . , F4 son pairwise no isomorfos: Fj

∼= Fj′ requeriŕıa 2j
′−j ∈ (Q∗)g,

imposible para 0 < |j − j′| < g.
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Proposición 1.2 (Grado constante). [Fj : Q] = g(g − 1) = 20 para todo
j ∈ {0, . . . , g − 1}.

Demostración. v3(3·2−j) = 1 ̸≡ 0 (mód g), luego 3·2−j no es potencia g-ésima en Q,
luego no lo es enQ(ζg), y [Fj : Q] = [Q(ζg, ·) : Q(ζg)]·[Q(ζg) : Q] = g·(g−1) = 20.

2. La condición k(p) = r como condición de Fro-

benius

Proposición 2.1 (Descomposición completa). Sea p > 30 un primo en la torre
con k(p) = r, y sea j = sr(p) mód g. Entonces p se descompone completamente en
Fj/Q.

Demostración. La condición k(p) = r equivale a 3·2−sr(p) ≡ 1 (mód p) (Escrito CLI,
Proposición 1.1). Luego:(

3 · 2−j
)(p−1)/g

=
(
3 · 2−sr(p)

)(p−1)/g ·
(
2sr(p)−j

)(p−1)/g
.

El primer factor es ≡ 1(p−1)/g = 1 (mód p). El segundo es
(
2(sr(p)−j)/g

)p−1 ≡ 1
(mód p) por el pequeño teorema de Fermat (ya que g | sr(p) − j). Por tanto
(3 · 2−j)(p−1)/g ≡ 1 (mód p), que es la condición de que el śımbolo de potencia
residua (3 · 2−j/p)g = 1, es decir, Frobp = id en Fj/Q.

Observación 2.2 (Conversión de HP a Chebotarev clásico). La Proposición 2.1
muestra que, para cada r fijo, la condición k(p) = r es equivalente a que p se
descomponga completamente en el campo fijo Fj (con j = sr(p) mód g). La no-
estacionariedad del CLVI desaparece: la familia {Md(p),r} no vaŕıa libremente, sino
que toma solo cinco valores fijos.

3. HP como equidistribución entre cinco campos

Teorema 3.1 (HP reformulada). La hipótesis HP es equivalente a la siguiente afir-
mación: los primos de la torre se distribuyen uniformemente entre los cinco campos
F0, F1, F2, F3, F4 cuando d(p) → ∞. Más precisamente: para cada j ∈ {0, . . . , g−1},
la densidad relativa de primos de la torre p que se descomponen completamente en
Fj es 1/g.

Observación 3.2 (Conexión con la Sección 40.3). La equidistribución de
j = sr(p) mód g sigue de la equidistribución de α(q) mód g demostrada en la
Sección 40.3: j ≡ α(q) + rq (mód g), y como q es invertible módulo g, la uni-
formidad de α(q) mód g implica la de j mód g. Esto conecta HP con el resultado
incondicional del Caṕıtulo 40. Sin embargo, HP requiere además que la descompo-
sición en Fj tenga densidad 1/g, condición que sigue siendo conjetural.

Observación 3.3 (Qué queda de la ≪no-estacionariedad≫). El Teorema CLV.2 (no-
reducción) sigue siendo válido: k(p) no es un Frobenius en un único campo fijo para
todos los valores de r simultáneamente. Lo que el presente escrito corrige es la
amplitud de la familia: no hay infinitas extensiones cambiantes, sino cinco campos
fijos que se visitan según j = sr(p) mód g. La dificultad de HP no es la infinitud del
espacio de campos, sino el acoplamiento entre los cinco problemas de Chebotarev.
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Problema abierto 3.4 (Para el Caṕıtulo 42). Demostrar que los cinco problemas
de Chebotarev asociados a F0, . . . , F4 son suficientemente independientes para que la
equidistribución entre ellos pueda establecerse por métodos anaĺıticos. En particular:
¿se pueden usar los cinco campos simultáneamente para demostrar HP bajo GRH
para familias con ι(p) → ∞?
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