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Resumen

El Escrito CLV identificé la dificultad de HP como la no-estacionariedad
de la familia {Md(p)m}p. Este escrito muestra que esa familia es, en realidad,

mucho mas rigida de lo que parecia: la clase de Kummer de 3, = 3 - 2-sr(P)
en Q*/(Q*)° depende tnicamente de s,(p) méd 5, de modo que la familia
completa cae en exactamente cinco campos fijos:

Fj =06 (3-27)°), j=01,2,34

Como consecuencia, HP no es un problema de <«Chebotarev dindmico> sobre
infinitas extensiones cambiantes, sino de equidistribucién entre cinco proble-
mas de Chebotarev clasicos acoplados.

1. La clasificacion en cinco campos

Teorema 1.1 (Cinco clases de Kummer). Para todo primo p en la torre y todo
ref{0,...,g—1}:

Muge = QG (3-2770)"") = B, sobre ()
donde j = s.(p) méd g € {0,...,g—1} y

Fyj=Q(¢, (3-277)9).

En particular, la familia { Mgy, }pr tiene ezactamente g =5 clases de isomorfismo

sobre Q((,)-
Demostracion. En el grupo Q*/(Q*)9:

3.9-s(P) =3.97J (méd (Q*)?),  j = s.(p) mdd g,

porque 279 € (Q*)7 (es (271)?), luego 27*r®) = 277 - (27)9 para m = (s,(p) — j)/9g-
Dos extensiones de Kummer Q((,, a'/9) y Q(¢,,@'*/9) son isomorfas sobre Q(¢,) si
y solo si a/a’ € (Q(¢,))%. Como [Q(¢,) : Q] = g~ 1y ged(g — 1,9) = 1, un
elemento de Q* es potencia g-ésima en Q((,) si y solo si lo es en Q. Los cinco
campos Fy, ..., Fy son pairwise no isomorfos: Fj; = Fj requerirfa 2/'~7 € (Q*)9,
imposible para 0 < |j — j'| < g. O



Proposicién 1.2 (Grado constante). [F; : Q] = g(g — 1) = 20 para todo
je{0,...,9—1}.

Demostracién. v3(3-279) =120 (mdéd g), luego 3-277 no es potencia g-ésima en Q,

luegonolo es en Q(Cy), v [F5 - Q) = [Q(G, ) = QE)IQ(G) : Q = g-(9—-1) =20. [T

2. La condiciéon k(p) = r como condicién de Fro-
benius

Proposicién 2.1 (Descomposicién completa). Sea p > 30 un primo en la torre
con k(p) =r, y sea j = s.(p) méd g. Entonces p se descompone completamente en

F5/Q.

Demostracion. La condicién k(p) = r equivale a 3-27*"?) = 1 (méd p) (Escrito CLI,
Proposicién 1.1). Luego:

(3 . 2*j)(p_1)/g — (3 ) 2fsr(p))(?’—1)/9 ) (23r(p)—j)(p—1)/g.

El primer factor es = 1?~Y/9 = 1 (méd p). El segundo es (2(5"(1”)_3‘)/9)19_1 =1
(méd p) por el pequenio teorema de Fermat (ya que g | s.(p) — j). Por tanto
(3-279)P=1/9 = 1 (méd p), que es la condicién de que el simbolo de potencia
residua (3-277/p), = 1, es decir, Frob, = id en F};/Q. O

Observacion 2.2 (Conversién de HP a Chebotarev clésico). La Proposicion 2.1
muestra que, para cada v fijo, la condicion k(p) = r es equivalente a que p se
descomponga completamente en el campo fijo F; (con j = s,(p) méd g). La no-
estacionariedad del CLVI desaparece: la familia { Mgy} no varia libremente, sino
que toma solo cinco valores fijos.

3. HP como equidistribucién entre cinco campos

Teorema 3.1 (HP reformulada). La hipdtesis HP es equivalente a la siguiente afir-
macion: los primos de la torre se distribuyen uniformemente entre los cinco campos
Fy, F1, Fy, F3, Fy cuando d(p) — oo. Mas precisamente: para cada j € {0,...,g—1},
la densidad relativa de primos de la torre p que se descomponen completamente en
F; esl/g.

Observaciéon 3.2 (Conexion con la Seccién 40.3). La equidistribucion de
J = s.(p) méd g sigue de la equidistribucion de a(q) méd g demostrada en la
Seccion 40.3: j = a(q) + rq (mdd g), y como q es invertible mddulo g, la uni-
formidad de a(q) méd g implica la de j méd g. Esto conecta HP con el resultado
incondicional del Capitulo 40. Sin embargo, HP requiere ademds que la descompo-
sicion en F; tenga densidad 1/g, condicion que sigue siendo conjetural.

Observacion 3.3 (Qué queda de la «no-estacionariedads). El Teorema CLV.2 (no-
reduccion) sigue siendo vdlido: k(p) no es un Frobenius en un tinico campo fijo para
todos los wvalores de r simultdneamente. Lo que el presente escrito corrige es la
amplitud de la familia: no hay infinitas extensiones cambiantes, sino cinco campos
fijos que se visitan segin j = s,.(p) méd g. La dificultad de HP no es la infinitud del
espacio de campos, sino el acoplamiento entre los cinco problemas de Chebotarev.
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Problema abierto 3.4 (Para el Capitulo 42). Demostrar que los cinco problemas
de Chebotarev asociados a Fy, . .., Fy son suficientemente independientes para que la
equidistribucion entre ellos pueda establecerse por métodos analiticos. En particular:

sse pueden usar los cinco campos simultaneamente para demostrar HP bajo GRH
para familias con t(p) — oo ?



