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Resumen

El operador de transferencia del cociente de Markov mddulo 5 del Escri-
to CLXVIII acttia sobre C°. Su espectro se descompone segiin las representa-
ciones irreducibles de Aff(Z/5Z): el autovector estacionario corresponde a la
representacion trivial, y el subespacio complementario de dimensién 4 es exac-
tamente la representacién irreducible p de grado 4 que goberné el conductor
de Swan en el Cap. 42. Sus valores propios en p involucran ¢ = (1 + v/5)/2:
brecha espectral 1 — ¢/2 ~ 0,191. Esta es la correspondencia explicita entre
la dindmica de Collatz y la teoria de Galois del Cap. 42.

1. El operador de transferencia

Definicién 1.1 (Operador de transferencia 7). El operador de transferencia del
cociente de Markov mddulo 5 actia sobre el espacio C* de funciones f : Z/5Z — C
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(THG) =D My f(i),
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donde M es la matriz de transicion del Escrito CLXVIII. La accion de T en la base
candnica {0;} es To; = %5Tpar(i) + %51’.
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2. Espectro de 7 y la razéon aurea

Teorema 2.1 (Espectro de M). Los valores propios de M son, en orden decreciente
de modulo:
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donde p = (1 ++/5)/2 es la razén durea. En particular:
3 -5
|A1] = g ~ 0,809, brecha espectral =1 — g = 4\/_ ~ 0,191.



Demostracion. Los valores +¢/2 aparecen como valores propios del promedio de las
matrices de permutacién de los ciclos (1342) y (03)(12) en Z/5Z. El valor pro-
pio 1 corresponde al vector constante (distribucién estacionaria). Los cuatro valores
restantes corresponden al subespacio de codimensién 1; el polinomio caracteristi-
co restringido a ese subespacio tiene raices {—¢/2,1/2,(p — 1)/2,0}, verificables
numéricamente y relacionadas con cos(7/5) = /2. O

Observacién 2.2 (La razén durea y el médulo 5). La aparicion de ¢ no es casua-
lidad: cos(2m/5) = (V5 —1)/4 = (¢ —1)/2 y cos(7/5) = (1 +/5)/4 = /2 son
exactamente las partes reales de las raices quintas de la unidad distintas de 1, que
gobiernan el espectro de cualquier operador de media en Z/5Z.

3. Descomposicion segin representaciones de
Aft(Z/57)

Teorema 3.1 (El subespacio no trivial es la representaciéon p). La representacion
de Aff(Z/57Z) en C® (accién en Z/5Z) se descompone como

C = 1@y,

donde 1 es la representacion trivial (funciones constantes) y p es la representacion
wrreducible de grado 4 del Escrito CLVIII del Cap. 42. El operador T actia como id
en 1 y mediante los valores propios {—¢/2, 1/2, (¢ — 1)/2, 0} en p.

Demostracion. Aff(Z/57) tiene orden 20. Sus representaciones irreducibles son cua-
tro de dimensién 1 (los caracteres del cociente D = Z/47) y una de dimensién 4 (la
representacion p); verificacion: 4-12+1-4% = 4416 = 20 = |Aff|. La representacién
permutacién en C° tiene cardcter Xpem(g) = |Fix(g)|. Por ortogonalidad de carac-
teres, se verifica que Xperm = X1 + X, €s decir, la descomposicién es exactamente
1Dp. O

4. La correspondencia entre Cap. 42 y Cap. 43

Teorema 4.1 (Correspondencia de representaciones). La representacion p de
Aft(Z/5Z) aparece en dos conteztos distintos del programa:

= Cap. 42 (Galois/Kummer): p = Ind$(x1) es la representacion de Artin de
Gal(F;/Q). Su conductor de Swan es fs5(p) = 8 (exponente de la contribucion
salvaje en p =5).

» Cap. 43 (Collatz/dindmico): p es el subespacio no trivial del operador
de transferencia del cociente de Markov mddulo 5. Sus valores propios en p
determinan la brecha espectral 1 — /2 y la tasa de mezcla de la dindmica.

En ambos contextos, p es el portador de la <no-trivialidads: la dificultad de HP en
el Cap. 42 y la velocidad de mezcla en el Cap. 43 son ambas consecuencias de la
misma representacion de grado 4.



Observacién 4.2 (El puente como isomorfismo de objetos). El Teorema 4.1 no
afirma que Collatz y Galois sean el mismo sistema, sino que comparten el mismo

objeto de simetria:
p: Aff(Z/5Z) — GL4(C).

La diferencia estd en como aparece p:

Cap. 42 Cap. 43

p como representacion de Galois p como subespacio del operador
conductor de Swan f5(p) =8 brecha espectral 1 — ¢/2
equidistribucion de Frobenius mezcla ergodica mod 5

Dos representaciones del mismo grupo, en dos mundos distintos, con el mismo objeto
en el centro.



