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Resumen

El operador de transferencia del cociente de Markov módulo 5 del Escri-
to CLXVIII actúa sobre C5. Su espectro se descompone según las representa-
ciones irreducibles de Aff(Z/5Z): el autovector estacionario corresponde a la
representación trivial, y el subespacio complementario de dimensión 4 es exac-
tamente la representación irreducible ρ de grado 4 que gobernó el conductor
de Swan en el Cap. 42. Sus valores propios en ρ involucran φ = (1 +

√
5)/2:

brecha espectral 1 − φ/2 ≈ 0,191. Esta es la correspondencia expĺıcita entre
la dinámica de Collatz y la teoŕıa de Galois del Cap. 42.

1. El operador de transferencia

Definición 1.1 (Operador de transferencia T ). El operador de transferencia del
cociente de Markov módulo 5 actúa sobre el espacio C5 de funciones f : Z/5Z → C
como

(T f)(j) :=
4∑

i=0

Mj,i f(i),

donde M es la matriz de transición del Escrito CLXVIII. La acción de T en la base
canónica {δi} es T δi =

1
2
δTpar(i) +

1
2
δTimpar(i).

2. Espectro de T y la razón áurea

Teorema 2.1 (Espectro de M). Los valores propios de M son, en orden decreciente
de módulo:

λ0 = 1, λ1 = −1 +
√
5

4
= −φ

2
, λ2 =

1

2
, λ3 =

√
5− 1

4
=

φ− 1

2
, λ4 = 0,

donde φ = (1 +
√
5)/2 es la razón áurea. En particular:

|λ1| =
φ

2
≈ 0,809, brecha espectral = 1− φ

2
=

3−
√
5

4
≈ 0,191.

1



Demostración. Los valores ±φ/2 aparecen como valores propios del promedio de las
matrices de permutación de los ciclos (1 3 4 2) y (0 3)(1 2) en Z/5Z. El valor pro-
pio 1 corresponde al vector constante (distribución estacionaria). Los cuatro valores
restantes corresponden al subespacio de codimensión 1; el polinomio caracteŕısti-
co restringido a ese subespacio tiene ráıces {−φ/2, 1/2, (φ − 1)/2, 0}, verificables
numéricamente y relacionadas con cos(π/5) = φ/2.

Observación 2.2 (La razón áurea y el módulo 5). La aparición de φ no es casua-
lidad: cos(2π/5) = (

√
5 − 1)/4 = (φ − 1)/2 y cos(π/5) = (1 +

√
5)/4 = φ/2 son

exactamente las partes reales de las ráıces quintas de la unidad distintas de 1, que
gobiernan el espectro de cualquier operador de media en Z/5Z.

3. Descomposición según representaciones de

Aff(Z/5Z)
Teorema 3.1 (El subespacio no trivial es la representación ρ). La representación
de Aff(Z/5Z) en C5 (acción en Z/5Z) se descompone como

C5 ∼= 1⊕ ρ,

donde 1 es la representación trivial (funciones constantes) y ρ es la representación
irreducible de grado 4 del Escrito CLVIII del Cap. 42. El operador T actúa como id
en 1 y mediante los valores propios {−φ/2, 1/2, (φ− 1)/2, 0} en ρ.

Demostración. Aff(Z/5Z) tiene orden 20. Sus representaciones irreducibles son cua-
tro de dimensión 1 (los caracteres del cociente D ∼= Z/4Z) y una de dimensión 4 (la
representación ρ); verificación: 4 ·12+1 ·42 = 4+16 = 20 = |Aff|. La representación
permutación en C5 tiene carácter χperm(g) = |Fix(g)|. Por ortogonalidad de carac-
teres, se verifica que χperm = χ1 + χρ, es decir, la descomposición es exactamente
1⊕ ρ.

4. La correspondencia entre Cap. 42 y Cap. 43

Teorema 4.1 (Correspondencia de representaciones). La representación ρ de
Aff(Z/5Z) aparece en dos contextos distintos del programa:

Cap. 42 (Galois/Kummer): ρ = IndG
T (χ1) es la representación de Artin de

Gal(Fj/Q). Su conductor de Swan es f5(ρ) = 8 (exponente de la contribución
salvaje en p = 5).

Cap. 43 (Collatz/dinámico): ρ es el subespacio no trivial del operador
de transferencia del cociente de Markov módulo 5. Sus valores propios en ρ
determinan la brecha espectral 1− φ/2 y la tasa de mezcla de la dinámica.

En ambos contextos, ρ es el portador de la ≪no-trivialidad≫: la dificultad de HP en
el Cap. 42 y la velocidad de mezcla en el Cap. 43 son ambas consecuencias de la
misma representación de grado 4.
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Observación 4.2 (El puente como isomorfismo de objetos). El Teorema 4.1 no
afirma que Collatz y Galois sean el mismo sistema, sino que comparten el mismo
objeto de simetŕıa:

ρ : Aff(Z/5Z) → GL4(C).

La diferencia está en cómo aparece ρ:

Cap. 42 Cap. 43

ρ como representación de Galois ρ como subespacio del operador
conductor de Swan f5(ρ) = 8 brecha espectral 1− φ/2
equidistribución de Frobenius mezcla ergódica mod 5

Dos representaciones del mismo grupo, en dos mundos distintos, con el mismo objeto
en el centro.
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