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Resumen

El Cap. 42 establece un resultado estático: el invariante de Frobenius
κ(p) = [ap : bp] asociado a un primo p es equidistribuido en P1(F5). Este
escrito plantea la siguiente pregunta: ¿qué ocurre cuando p no es un dato fijo
sino el estado inicial de un sistema iterado? Definimos la noción de dinámica
aritmética como la iteración de una transformación T sobre un conjunto de
enteros o primos, y observamos que la función de Collatz T (n) = n/2 (si n
par) y T (n) = (3n + 1)/2 (si n impar) es el prototipo natural. La pregunta
central del Cap. 43 es: ¿cómo evoluciona κ(T k(n)) a lo largo de una órbita de
Collatz?

1. El Frobenius como invariante estático

El Cap. 42 asocia a cada primo p ∤ 30 un punto κ(p) ∈ P1(F5). Este es un
invariante estático: no cambia si fijamos p. La equidistribución de κ(p) (Teorema 2.1
del Escrito CLXVI) es una afirmación sobre la medida de Chebotarev en el espacio
de primos — no sobre la evolución de ningún sistema.

Definición 1.1 (Invariante de Frobenius estático). Para p ∤ 30, con P cualquier
primo de Q(ζ5) sobre p:

κ(p) := [(3/P )5 : (2/P )5] ∈ P1(F5).

El mapa p 7→ κ(p) es una función aritmética cuya distribución estad́ıstica es unifor-
me en P1(F5).

2. De función estática a sistema dinámico

El paso de ≪estático≫ a ≪dinámico≫ consiste en iterar: dado un entero positivo n,
aplicamos repetidamente una transformación T : Z>0 → Z>0 y obtenemos la órbita
n, T (n), T 2(n), . . .

Definición 2.1 (Función de Collatz). La función de Collatz acelerada es

T (n) :=

{
n/2 si n ≡ 0 (mód 2),

(3n+ 1)/2 si n ≡ 1 (mód 2).
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La conjetura de Collatz afirma que para todo n ≥ 1 existe k ≥ 0 tal que T k(n) = 1.

La diferencia estructural entre los dos contextos es:

Contexto estático (Cap. 42) Contexto dinámico (Cap. 43)

p primo fijo n entero, estado variable

κ(p) ∈ P1(F5) fijo κ(T k(n)) evoluciona con k

Medida de Chebotarev Medida ergódica/estad́ıstica de la órbita

Equidistribución global ¿Equidistribución a lo largo de la órbita?

3. El observable dinámico κdyn

Para que κ(T k(n)) tenga sentido en cada paso de la órbita, necesitamos que
T k(n) sea un primo ∤ 30 o, alternativamente, extender κ a todos los enteros.

Definición 3.1 (Observable dinámico κdyn). Para n > 1 con gcd(n, 30) = 1, defi-
nimos

κdyn(n) := [v3(n) mód 5 : v2(n) mód 5] ∈ P1(F5),

donde vp(n) es la valuación p-ádica de n. El objeto κdyn es una proyección estructural
de la factorización de n, inspirada en la estructura del invariante de Frobenius κ(p)
del Cap. 42, pero distinta de él. Distinción fundamental: κ(p) es un objeto galoisiano
(Kummer, Frobenius); κdyn(n) es un observable dinámico (valuaciones, órbitas). No
son extensiones uno del otro, sino objetos paralelos cuya posible correspondencia es
la pregunta del Cap. 43.

4. La pregunta central del Cap. 43

Definición 4.1 (Perfil de Kummer de una órbita). Sea n0 = n, nk = T k(n), y
sea N el número de pasos hasta alcanzar 1. El perfil de Kummer de la órbita es la
sucesión (

κdyn(n0), κdyn(n1), . . . , κdyn(nN−1)
)

⊂
(
P1(F5)

)N
.

La pregunta central:

¿Es el perfil de κdyn de una órbita de Collatz
equidistribuido en P1(F5) cuando N → ∞?

Si la respuesta es afirmativa, habŕıa una compatibilidad entre la dinámica de
Collatz (iteración de T ) y la estructura de Kummer/Galois del Cap. 42.

Ejemplo 4.2 (Órbita de n = 27). La órbita de 27 bajo T tiene 111 pasos antes de
llegar a 1 y es una de las más largas para n < 100. El análisis del perfil de Kummer
de esta órbita — distribución de κ(nk) entre los seis puntos de P1(F5) — es el punto
de partida computacional del programa del Cap. 43.

Observación 4.3 (El programa de CLXVIII–CLXIX). El Escrito CLXVIII for-
maliza las particiones modulares: qué parte del perfil de Kummer está determinada
por la dinámica mod 2 y cuál por mod 5. El Escrito CLXIX busca correspondencias
entre invariantes de Collatz e invariantes de P1(F5).
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