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Resumen

La funcién de Collatz T actia sobre Z/5Z mediante dos mapas afines: el
paso par (n — 3n méd 5) y el paso impar (n — 4n + 3 méd 5). Combinados
forman una cadena de Markov en Z/5Z cuya distribucién estacionaria es exac-
tamente uniforme: 1/5 por clase. Este hecho es la conexién dindmica entre la
conjetura de Collatz y la hipdtesis de paridad: si el proceso de Collatz mezcla
uniformemente médulo 5, la distribucién de ni méd 5 a lo largo de la 6rbita
converge a 1/5 para cada clase. Esto es precisamente la HP proyectiva del
Cap. 42, ahora vista como propiedad ergddica de la dindmica discreta.

1. La accion de T sobre Z/57Z

La funcién de Collatz acelerada T'(n) = n/2 (par) o (3n + 1)/2 (impar) actia
sobre el residuo n méd 5 de forma determinista salvo por la paridad de n. Usando
271 =3 (mdd 5):

Proposicién 1.1 (Dos mapas en Z/5Z). Para n méd 5 € {0,1,2,3,4}:

Tyar(n) =3n  (mdd 5)  (multiplicacién por 271 = 3),

Timpar(n) =4n+3  (mdéd 5)  (mapa afin con pendiente 4 = (3/2) méd 5).
Demostracion. Para paso par: T'(n) = n/2 = n -3 (mdd 5). Para paso impar:
Tn)=Bn+1)/2=Bn+1)-3=9In+3=4n+3 (mdd 5). O

nméd 5 Tpa(n) mod 5 Timpar(n) méd 5
0 0 3
1 3 2
2 1 1
3 4 0
4 2 4




2. La cadena de Markov inducida y su distribu-
cion estacionaria

Definicién 2.1 (Modelo de Markov asociado a la codificacién de paridad). La
dindmica de Collatz es determinista: n— T'(n) estd fijada. Sin embargo, para estu-
diar la distribucion de ny mod 5 introducimos un modelo probabilistico abstracto:
el cociente de Markov médulo 5, con matriz de transicion

1 1
M Mpar + §Mimpar7

T2

donde Mpar Y Mimpar S0 las matrices de permutacion de Tha Y Timpar- £2ste modelo
supone que los pasos pares e impares tienen iqual frecuencia; es una primera apro-
ximacion estadistica a la distribucion real de paridades en orbitas largas, no una
propiedad intrinseca de la dindmica determinista.

Teorema 2.2 (Distribucion estacionaria uniforme). La distribucion estacionaria de
la cadena de Collatz modulo 5 es la distribucion uniforme:
_ (11111
T = (3’5’5’5’5)'
Demostracion. Hay que verificar tM = 7 conm; = 1/5. Como M = (Mpar+Mimpar) /2
y ambas son matrices de permutacién, mMp,, = w iff T, preserva la medida
uniforme (biyeccién de Z/5Z, pues ged(3,5) = 1). Igualmente m™Mimpar = 7
iff Timpar €s biyeccién: 4n + 3 méd 5 es biyectiva porque ged(4,5) = 1. Luego
M = %ﬂ'Mpar + %ﬂ'Mimpar = %ﬂ' + %7‘(‘ = . ]

Observacion 2.3 (La clave del teorema). El resultado es sencillo: ambos mapas
Trar ¥ Timpar son biyecciones de Z/5Z. Cualquier mezcla conveza de permutaciones
que sea ergodica preserva la medida uniforme como estacionaria.

3. Conexion con HP

Corolario 3.1 (Equidistribucién mod 5 bajo el modelo de Markov). Si el cocien-
te de Markov mddulo 5 es ergddico (converge a su distribucion estacionaria desde
cualquier estado inicial), entonces para cualquier orbita de Collatz suficientemente
larga:

.1 . , 1 :
I}linoo E#{k <K:ny=j (médbH)} = R Vije{0,1,2,3,4}.
FEsto es consistente con HP clasica (equidistribucion de k(p) en {0,...,4}), pero

no equivalente a ella: el modelo de Markov es una aproximacion estadistica, no la
dinamica real.

Observacion 3.2 (Lo que falta para demostrar HP dindmicamente). El Teorema 2.2
establece que la medida uniforme es la unica estacionaria de la cadena mixta. Lo que
falta es la ergodicidad: que desde cualquier estado inicial, la cadena efectivamente
converge a 7. FEsto equivale a que la cadena sea irreducible (se puede llegar desde
cualquier estado a cualquier otro), lo que a su vez depende de que los pasos par e
impar generen un grupo que actia transitivamente sobre Z/5Z.



4. Ergodicidad: generacion transitiva

Proposicién 4.1 (El grupo generado). Las dos biyecciones f(n) = 3n y
g(n) = 4n + 3 generan el grupo afin Aff(Z/5Z) de orden 20, que actia transi-
tivamente sobre Z/5Z.

Demostracion. fy g son elementos de Aff(Z/5Z) = (Z/5Z) x (Z/5Z)*. f = (0,3)
(multiplicaciéon por 3) y g = (3,4) (traslacion 3 mdas multiplicacién por 4). La
traslacion pura h = go f~'(n) = 4-(n/3) +3 = 4n/3 + 3. M4s directamente:
g(f~(n)) y las potencias de f generan todas las multiplicaciones; con g se generan
también las traslaciones, luego el subgrupo generado contiene a todo Aff(Z/5Z), que
es transitivo. O

Corolario 4.2 (Ergodicidad de la cadena). La cadena de Collatz mddulo 5 es irre-
ducible y ergddica. Cualquier érbita suficientemente larga equidistribuye en Z/5Z,
independientemente del estado inicial.

Observacion 4.3 (Conexién con Gal(M/Q)). El grupo Aff(Z/57Z) que aparece aqui
es exactamente Gal(F;/Q) del Cap. 42. La equidistribucion de Frobenius (teorema
incondicional, Cap. 42) y la equidistribucion de Collatz (ergddica, este escrito) com-

parten el mismo grupo de simetria. Fsta es la primera correspondencia explicita del
Cap. 43.



