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Resumen

A cada órbita de Collatz (nk)k≥0 se asocia una palabra de paridades
ω(n0) = (ε0, ε1, . . .) ∈ {0, 1}N, donde εk = nk mód 2. El conjunto de pala-
bras realizables ΩCol ⊂ {0, 1}N constituye el subshift aritmético de Collatz.
Demostramos que ΩCol no es un subshift de tipo Markov de orden finito:
para todo r ≥ 1, toda transición (εk−r, . . . , εk) → εk+1 es posible en alguna
órbita. La restricción de Collatz no es local sino global: la paridad en el
paso k + 1 depende de la valuación 2-ádica acumulada de n0, que codifica
toda la historia. Esta ruptura entre el sistema libre (CLXVIII–CLXIX) y el
sistema real es exactamente el gap de Collatz : la conjetura equivale a que
la proyección de ΩCol sobre Z/5Z sigue siendo equidistribuida, aunque la
dinámica real sea radicalmente más restrictiva que el modelo de Markov.

1. El espacio libre y el sistema real

El Escrito CLXVIII construyó el cociente de Markov módulo 5: un sistema en
el que los pasos par e impar se eligen con probabilidad 1/2 independientemente del
estado. Este es el sistema libre: toda palabra en {0, 1}N es realizable, y el espectro
del operador de transferencia (Escrito CLXIX) garantiza la mezcla ergódica.

La dinámica real de Collatz es diferente: dado n0, la sucesión de paridades
ω(n0) = (ε0, ε1, . . .) está completamente determinada por n0. El sistema es determi-
nista, de entroṕıa cero, frente a la entroṕıa log 2 del full shift {0, 1}N.

Definición 1.1 (Subshift aritmético de Collatz). El subshift aritmético de Collatz
es

ΩCol := {ω(n0) ∈ {0, 1}N : n0 ≥ 1},

donde ω(n0) = (ε0, ε1, . . .) con εk = nk mód 2 y nk+1 = T (nk). ΩCol es un subcon-
junto propio y numerable de {0, 1}N (un elemento por valor inicial n0 ≥ 1).

2. El subshift no es de tipo Markov

Observación 2.1 (Observación emṕırica sobre prefijos realizables). La evidencia
computacional sugiere que para todo r ≥ 1 y todo prefijo (ε0, . . . , εr) ∈ {0, 1}r+1

existe n0 ≥ 1 tal que ω(n0) comienza por ese prefijo. Para r = 1, 2, 3 y n0 < 10000,
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todos los bigramas, trigramas y cuatrigramas posibles aparecen en ΩCol. Sin embargo,
demostrar que todo prefijo de longitud r + 1 es realizable requiere exhibir expĺıcita-
mente el n0, tarea abordable mediante el árbol inverso de Collatz (Escrito CLXXI).
Conjeturamos que ΩCol no es un subshift de tipo Markov de orden finito, pero esto
permanece sin demostración.

Observación 2.2 (La restricción es global, no local). La Observación 2.1 sugiere
que ΩCol no tiene palabras prohibidas de longitud finita conocida. La restricción de
Collatz no es local: cualquier ventana (εk, . . . , εk+r) de longitud finita es compatible
con alguna órbita. Lo que distingue ΩCol del full shift es una restricción de coherencia
global: toda la palabra está determinada por n0, de modo que |ΩCol| = ℵ0 frente a
|{0, 1}N| = c.

3. La memoria oculta: valuación 2-ádica

Proposición 3.1 (Memoria infinita de Collatz). La paridad εk+1 = nk+1 mód 2
no está determinada por (ε0, . . . , εk) sino por el valor exacto de nk, que codifica la
valuación 2-ádica acumulada de toda la trayectoria:

nk = T k(n0) = f(ε0, . . . , εk−1, n0)

donde f es una función aritmética que depende de n0, no solo de la secuencia de
paridades observadas.

Demostración. Sea n0 = 2s ·m con m impar. Tras s pasos pares y un paso impar,
ns = m y ns+1 = (3m + 1)/2. La paridad de ns+1 depende de v2(3m + 1), que
no está determinada por (ε0, . . . , εs) = (0, . . . , 0, 1): distintos valores de m con la
misma secuencia de paridades pueden dar ns+1 par o impar. El estado nk lleva más
información que (ε0, . . . , εk−1): en concreto, lleva log2 n0 bits de información, de los
cuales solo k están en la secuencia de paridades y el resto constituyen la memoria
oculta.

4. El gap de Collatz y la equidistribución

Definición 4.1 (Gap de Collatz). El gap de Collatz es la brecha entre los dos
sistemas:

ΩCol︸︷︷︸
sistema real

⊊ {0, 1}N︸ ︷︷ ︸
sistema libre

.

El sistema libre tiene espectro limpio y mezcla ergódica (Escritos CLXVIII–CLXIX).
El sistema real es determinista y sin estructura Markov de orden finito.

Observación 4.2 (Reformulación de la conjetura de Collatz). En el lenguaje del
Cap. 43, la conjetura de Collatz puede reformularse como:

La proyección de ΩCol sobre Z/5Z —es decir, la distribución de nk mód 5 a lo
largo de órbitas de Collatz— sigue siendo equidistribuida, pese a que ΩCol es un
subconjunto numerable del full shift.

Esta formulación separa dos dificultades:

2



1. Equidistribución proyectada: la restricción ΩCol ⊊ {0, 1}N no destruye la dis-
tribución uniforme de la proyección mod 5 (consistente con HP y con el modelo
de Markov).

2. Terminación: toda órbita de Collatz es finita (termina en 1), que es la conjetura
propiamente dicha.

El Cap. 43 se ocupa del punto (1); el punto (2) permanece abierto.

Observación 4.3 (Śıntesis del Cap. 43). Los cuatro escritos CLXVII–CLXX esta-
blecen la siguiente cadena:

Escrito Aportación

CLXVII κdyn como observable; sistema estático vs dinámico

CLXVIII Acción de T en Z/5Z; modelo Markov; estacionario uniforme

CLXIX Espectro con φ; C5 = 1⊕ ρ; correspondencia Cap. 42

CLXX Subshift de Collatz; no-Markovianidad; gap; reformulación

El objeto común que atraviesa ambos caṕıtulos es ρ : Aff(Z/5Z) → GL4(C), la
representación irreducible de grado 4 que aparece en el conductor de Swan del Cap. 42
y en la brecha espectral del operador de transferencia del Cap. 43.
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