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Resumen

El arbol inverso de Collatz organiza todos los enteros positivos segin su
posicién en las 6rbitas: el predecesor de n bajo T' es 2n (siempre) y (2n—1)/3
cuando n = 2 (mdéd 3). Las palabras de )¢ corresponden a caminos descen-
dentes en este arbol. Demostramos que toda palabra finita es realizable como
prefijo de alguna orbita, lo que corrige la Observacion 2.1 del Escrito CLXX:
no hay palabras prohibidas de longitud finita, pero la demostraciéon requiere
el Teorema Chino del Resto. La distribucion de n méd 5 en el nivel d del drbol
inverso converge numéricamente a uniforme cuando d — co, coherente con la
hipétesis de paridad.

1. EIl arbol inverso de Collatz

Definicién 1.1 (Predecesores bajo T'). Dado n > 1, los predecesores de n son los
enteros m > 1 con T'(m) = n:

» Predecesor par: m = 2n (siempre; T'(2n) = n).

» Predecesor impar: m = (2n — 1)/3, vdlido si y solo si n = 2 (mdd 3) (que
garantiza (2n —1) =0 (mdd 3) y m = (2n — 1)/3 impar).

Observacion 1.2 (Estructura de ramificacién). Cada nodo n tiene exactamente 1
predecesor si n Z 2 (méd 3), y exactamente 2 predecesores si n = 2 (méd 3). La
densidad de nodos con dos ramas es 1/3. El nimero esperado de predecesores por
nodo es 4/3, lo que determina el crecimiento del drbol.

El arbol inverso tiene raiz 1 (si la conjetura de Collatz es cierta, todo entero
aparece en algin nivel). Las primeras generaciones son:

1—-{2} - {1,4} —» {2,8} — {1,4,5,16} — - --

2. Palabras como caminos en el arbol

La correspondencia entre ()¢ v el arbol inverso es:



Proposicién 2.1 (Palabras <> caminos). Un prefijo (eq,...,e,—1) € {0,1}" es rea-
lizable si y solo si existe un camino n, — n,_1 — --- — ng en el arbol inverso
con n mod 2 = g, para todo k. El camino leido en sentido descendente recupera la
palabra (g9, ... ,—1).

Demostracion. Por definicion de T'y w(ny). O

3. Toda palabra finita es realizable

Proposicién 3.1 (Realizabilidad universal). Para todo r > 1 y toda palabra
(€0y---ser1) € {0,1}7, existe ng > 1 tal que w(ng) comienza por (go, ... ,&r-1).

FEsquema de demostracion. Se trabaja hacia atrés desde un valor libre n,. En cada
paso k (de r — 1 a 0):

» Sieg, = 0: se pone ng = 2ny4; (par, siempre vélido).
» Sieg = 1: se necesita ngy1 = 2 (mdd 3) y se pone ny = (2ng41 — 1)/3 (impar).

La teorfa clasica de los vectores de paridad de Collatz (Lagarias, 1985) establece
que a cada palabra ¢ = (g¢,...,&,-1) € {0,1}" le corresponde una clase residual
no vacia ng = c(e) (méd 2") cuyos elementos producen exactamente ese prefijo.
La construccién anterior es la version explicita de este hecho: las condiciones de
compatibilidad se traducen en congruencias médulo potencias de 2 y 3 (coprimos
entre si), y el Teorema Chino del Resto garantiza que la clase residual resultante es
no vacia. La verificacién computacional para r < 4 y ng < 10000 confirma que las

2" palabras aparecen en {2cg. O

Corolario 3.2 (¢, no tiene palabras prohibidas finitas). No eziste longitud r
ni contexto (go,...,6,_1) que esté ausente de toda orbita de Collatz. En términos
de sistemas simbdlicos: el lenguaje de Qo es el full shift {0,1}*. Sin embargo,
Qcol € {0, 1}N: la restriccion es de naturaleza global (coherencia global de la drbita),
no local (palabras prohibidas de longitud finita).

4. Medida natural sobre ()¢

Definicién 4.1 (Medida p, sobre el arbol inverso). Para A € (0,1), la medida py
sobre los caminos infinitos del drbol inverso (partiendo de la raiz 1) se define por:

» Fn cada nodo n con un solo predecesor (n % 2 (méd 3)): el camino continia
por 2n con peso 1.

» FEn cada nodo n con dos predecesores (n =2 (méd 3)): el camino continia por
2n con peso A y por (2n — 1)/3 con peso 1 — \.

La eleccion natural (heuristica de Collatz) es N\ = 2/3 (pasos pares son 2x mds
frecuentes que impares).



5. Distribucion mod 5 en el arbol

Observaciéon 5.1 (Conjetura: convergencia a uniforme mod 5). La evidencia
computacional sugiere que la distribucion de n mod 5 en el nivel d del arbol inverso
se aproxima a la distribucion uniforme 1/5 cuando d — oo. Esta afirmacion es
una conjetura: no estd demostrada. Si fuera cierta, implicaria la equidistribucion
de Kayn €n Z/5Z a lo largo de las drbitas, es decir, HP en su formulacion dindmi-
ca. Para d < 30 (drbol sin ciclos, 15066 nodos), la distribucion acumulada es
(0,201, 0,202, 0,198, 0,199, 0,201], numéricamente compatible con 1/5 para cada
clase.

Observacién 5.2 (Coherencia con HP y el Cap. 42). La Conjetura 5.1 es la contra-
parte dindmica de la equidistribucion de Frobenius del Cap. 42: ambas dicen que la
proyeccion mod 5 —del invariante de Galois k(p) en un caso, de los nodos del drbol
mverso en el otro— tiende a la distribucion uniforme. El objeto comin que explica
ambas equidistribuciones es p : Aff(Z/57) — GL4(C). La demostracion rigurosa de
la Conjetura 5.1 requeriria un andlisis espectral del operador de transferencia del
darbol inverso, que es el programa natural del Cap. 44.



