Escrito CLXXX

El transito genuino y la ventana diagonal:
hacia una estadistica de bloques no degenerada

Miguel Cerd4 Bennassar
ORCID: 0000-0001-8360-1933

Agosto de 2026

Resumen

La Nota de correccion conceptual (agosto de 2026) demostrd que el
Problema 1.1 (“Nivel A”) de CLXXIX es incompatible con la convergencia
Apw(N,n) — 27 para todo entero n cuya orbita alcance el ciclo {1,2}, si
m > 2: el limite N — oo con n fijo queda determinado enteramente por el
ciclo de absorcién, no por el transito. Este escrito observa que la maquinaria de
segundo momento de CLXXIX —el Teorema 5.1 y la Proposicién 5.4, ambos
incondicionales— no esté afectada por ese defecto, porque nunca depende de
tomar N — oo con n fijo. En particular, la ventana diagonal N (X) = |logy X |
que ya controla CLXXIX resulta ser, empiricamente, muy inferior al tiempo
de parada total tipico o(n), que en la muestra considerada resulta ser apro-
ximadamente cinco veces logyn, de modo que para la inmensa mayorfa de
los n < X, Ay (N(X),n) mide comportamiento genuino del transito, no la
cola degenerada. Se formula el problema preciso que hace falta resolver pa-
ra convertir esta observacién en un teorema: acotar la densidad del conjunto
excepcional F,(X) = {n < X : o(n) < N(X) +m — 2} (el umbral exac-
to que garantiza que un bloque de longitud m quede enteramente dentro del
transito), para el que se presenta evidencia empirica, en el caso m = 2, de un
decaimiento tipo X~ con a =~ 0,58, estable en varios 6érdenes de magnitud.

1. De doénde viene este escrito

Tres documentos preceden a este:

» CLXXIX, que demuestra el Lema de biyeccion finita (bloques de paridad
+ residuos modulo 2™), el Teorema 5.1 (varianza espacial, incondicional,
limsupy Dy, (N, X) < (2m — 1)/N) y la Proposicion 5.4 (cota conjunta ex-
plicita)

om — 1 2N+m+1
N NX

de donde sigue el control diagonal D,,.,(N(X),X) = O,(1/log X) para

N(X) = [log, X|.

D (N, X) <




= La Nota de correccién conceptual, que demuestra que el limite N — oo
con n fijo es el observable equivocado: si la érbita de n alcanza un ciclo de
periodo p, el limite queda determinado por el ciclo, y no puede ser Bernoulli-
genérico en bloques de longitud m con 2™ > p.

= Las notas preparatorias sobre la espina de potencias de 2, que caracte-
rizan por completo la estructura de predecesores de T' y separan con precision
estructura combinatoria (resuelta) de peso estadistico (abierto).

Este escrito ejecuta el primer paso concreto anunciado al cierre de esas notas pre-
paratorias.

2. El problema corregido

Definicién 2.1. Para n > 1, sea o(n) := min{k > 0 : T%(n) = 1} el tiempo
de parada total (asumiendo que existe; para todo n considerado en este escrito se
verifica computacionalmente que existe).

El Problema 1.1 de CLXXIX pedia A,,,(N,n) — 27 cuando N — oo con n
fijo. La Nota de correccion conceptual demostro que esto es imposible, para m > 2,
tan pronto como o(n) es finito: el limite existe, pero esta determinado por el ciclo
{1,2}, no por el transito 0 < k < o(n).

La correccion natural no es tomar N — oo —eso siempre acaba rebasando
o(n)—, sino mantener N por debajo de o(n) y promediar espacialmente sobre n < X,
exactamente como ya hace D,,.,(N, X) en CLXXIX. La pregunta es si la ventana
diagonal que CLXXIX ya usa es, de hecho, lo bastante corta.

3. La observaciéon central

Proposicion 3.1 (Comparacion empirica N(X) frente a o(n)). Sobre una mues-
tra de 250000 enteros impares n < 500000 elegidos exhaustivamente, el tiempo de
parada total satisface

a(n)

~ 4,97,
log, n log, n
media mediana

~ 4,68.

FEs decir, o(n) tipico es aprozimadamente cinco veces logy, n, no del mismo orden de
magnitud con constante cercana a 1.

Observacion 3.2. Esta proposiciéon es un hecho empirico verificado por computo
directo sobre el rango indicado, no un teorema. Se cita, para contexto, que Eve-
rett (1977) y Terras (1976) demuestran densidad natural uno para el conjunto de
enteros con tiempo de parada de primer descenso finito —una nocién distinta de
o(n), estrictamente més débil, como ya senaléd la Nota de correccion conceptual—;
no se ha localizado, ni se afirma aqui, una referencia que establezca rigurosamente
la constante =~ 5 observada para o(n)/log, n.

Dado que CLXXIX ya trabaja con la ventana diagonal N(X) = |log, X| (Sec-
cion 5, paso (a) del Problema 5.6), la Proposicion 3.1 sugiere que N(X) esta muy



por debajo del o(n) tipico para n < X: la diagonal de CLXXIX, sin haber sido dise-
nada para ello, cae dentro del régimen de transito genuino para la inmensa mayoria
de los enteros considerados.

Definicion 3.3 (Conjunto excepcional para bloques de longitud m). El mayor indice
de bit utilizado por A,, ,,(N,n) —en el bloque que empieza en k = N — 1, que llega
hasta byim-—o— es N + m — 2. Por tanto, todos los bloques considerados estan
contenidos en el transito genuino (k < o(n)) si y solo si

N+m—2<o(n).
El conjunto excepcional correcto es, por tanto,
En(X)={n< X :0(n) < NX)+m-—2}, N(X) = |logy X|.

La Proposicion 3.4 —con umbral o(n) < N(X)— estudia exactamente Fy(X): el
caso m = 1 exige el umbral, un paso mas estricto, o(n) < N(X) — 1.

Proposicion 3.4 (El conjunto excepcional es empiricamente pequeno y decrecien-
te). Sea E(X) := Ey(X) = {n < X : o(n) < N(X)}. La proporcion |E(X)|/X
decrece claramente con X :

X N JEX)/X

50 000 15 0,00196
200000 17 0,00090
800000 19 0,00040

3200000 21 0,00018

El exponente de decaimiento estimado —ajustando |E(X)|/X ~ CX~* entre pares
consecutivos de la tabla— es a =~ 0,56, 0,59, 0,58: notablemente estable a lo largo de
un factor 64 en X.

Observacion 3.5. De nuevo, esto es evidencia empirica de un patrén, no una de-
mostracion de que |E(X)|/X = O(X~%) para ningun a concreto. La estabilidad del
exponente estimado en tres intervalos independientes es una senal mas fuerte que
una simple tendencia decreciente: sugiere la posibilidad de una ley de potencia esta-
ble en el rango observado, y no parece explicarse simplemente por una fluctuacion
aislada de escala —sin que esto constituya, todavia, evidencia de una ley asintotica
genuina.

4. El problema que hace falta resolver

Problema 4.1 (Densidad del conjunto excepcional). Para m > 1 fijo, ses cier-
to que |E,(X)|/X — 0 cuando X — oo? Mds fuertemente, ses cierto que
|En(X)|/X = O(X™%) para algin a > 0 explicito?

Teorema 4.2 (Consecuencia condicional). Fijados m,w, si |E,(X)|/X — 0 (la
forma débil del Problema 4.1, para ese m), entonces, para todo € > 0, la proporcion
de n < X impar que son simultaneamente “buenos” en los dos sentidos que importan

A (N(X),n) =27 <eyn ¢ E,(X)— tiende a 1:

(Xl/ﬂ ‘{n < X impar: |Apw(N(X),n) =27 <eyn¢ Em(X)}‘ L 1
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Para esosn, Ay, (N(X),n) mide bloques de paridad enteramente dentro del transito
genuino de n (por la Definicion 3.3), no de la cola de absorcion.

Demostracion. Sean Bi(X) = {n < X impar : |4, ,(N(X),n) —27™ > ¢}
y Ba(X) == {n < Ximpar : n € E,(X)}. Por la Proposicion 5.4 y el pa-
so (a) del Problema 5.6 de CLXXIX, Dy, ,(N(X),X) = O,(1/logX), y por
Chebyshev |By(X)|/[X/2] = Om(1/log X) — 0; este limite ya es incondicional
(Seccion 5 de CLXXIX) y no requiere el Problema 4.1. Si ademas |E,,(X)|/X — 0,
|Bo(X)|/[X/2] < 2|E,(X)|/X — 0 también. Por la subaditividad finita de la
densidad superior,

[BUX)U By (X)| _ [Bi(X)[ | [Ba(X))]
[X/2] = OIX/2] O [X/2] xoe

y el complemento de By (X) U By(X) dentro de los impares < X es exactamente el
conjunto “bueno” del enunciado, de proporciéon — 1. O

Observacion 4.3 (Por qué esto no era gratuito). La inclusion en B;(X) solo controla
los malos relativos al total X: de ahi se sigue, sin necesidad del Problema 4.1, que
{n¢ E,(X):|Apnw(N(X),n)—2"™| > ¢} tiene densidad nula respecto de X. Pero
eso no garantiza, por si solo, que la proporciéon de buenos dentro de X \ E,,,(X) —el
denominador que de verdad importa para interpretar A, .,(NV(X),n) como estadis-
tica del transito— sea cercana a 1: para obtener esa afirmacién con denominador X,

hace falta controlar independientemente FE,,(X), que es exactamente lo que pide el
Problema 4.1.

5. Hacia el Problema 4.1

Senalamos, sin ejecutarla, la via méas prometedora. Por la Proposicion 2.2 de las
notas sobre la espina de potencias de 2, {n : 0(n) < K} es exactamente la uniéon de
los primeros K + 1 niveles del arbol inverso de T" enraizado en 1, y cada nodo y = 2
(mdéd 3) tiene dos hijos en el nivel siguiente, cada y # 2 (mdd 3) tiene uno. Acotar
|E,,(X)| equivale, por tanto, a acotar cuantos nodos de los primeros |log, X | + 1
niveles de ese arbol tienen valor < X —una pregunta sobre crecimiento de arboles
etiquetados por congruencias, potencialmente accesible con las mismas técnicas de
conteo modular que ya ha usado este programa, pero que no se ha intentado todavia.

Observacion 5.1 (Estado honesto). Este escrito no demuestra el Problema 4.1. De-
muestra —Teorema 4.2— que resolverlo (incluso en su forma débil) convierte la
maquinaria ya construida en CLXXIX en un resultado genuino sobre el transito, no
solo en una estadistica espacial de interpretacion abierta. Aporta evidencia empirica
robusta (Proposicion 3.4, estable a lo largo de un factor 64 en X) de que la respuesta
es afirmativa, y seniala una via de ataque concreta —conteo en el arbol inverso, ya
parcialmente desarrollado— sin ejecutarla.
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