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Resumen

Sea «y la funcién de los valores de Grundy del juego de Collatz con atajo (A400826)
y sea B(p) el niimero de palabras distintas v(n)y(C(n))---~(CP~1(n)) formadas por los
numeros n cuya Orbita llega a 1 en exactamente p pasos de la funcién de Collatz C. En
un escrito anterior se mostré que estas palabras forman la parte de la complejidad de
las palabras de Grundy que depende del arbol inverso de 1. Aqui se demuestra que las
palabras nuevas de cada nivel son exactamente las de los impares de etiqueta 2, y que
B(p+ 1) — B(p) > 2L»=3)/14] para p > 17; junto con la cota superior que da el lenguaje
de tipo finito, resulta 2/ < liminf B(p)'/? < limsup B(p)'/? < 1,4656. Se caracterizan
los puntos del arbol en que dos niimeros con la misma palabra se separan, y se demuestra
que una misma palabra puede corresponder a tantos niimeros como se quiera: si m(p) es el
maximo de esas multiplicidades en el nivel p, entonces m(p) > % p'°89 2 para p > 81. Las
construcciones combinan la libertad de los exponentes entre impares con un control 3-adico
de los restos. Las palabras de Grundy se obtienen de las palabras de subidas y bajadas
de las 6rbitas, de modo que B(p) cuenta las clases en que quedan agrupadas, al leer solo
sus etiquetas, las M(p) trayectorias que llegan a 1 en p pasos (A005186); se recoge la
relacién con la constante (3 4+ v/21)/6, propuesta mediante argumentos heuristicos para el
crecimiento de M (p), a la que se aproximan los datos de B(p). Ningun resultado depende
de la conjetura de Collatz.

1. Introduccion

En [1] se estudia el juego imparcial con atajo asociado a la iteraciéon de Collatz, y se define
una funcién aritmética y sobre todos los enteros positivos que da el valor de Grundy de cada
posicién cuya érbita llega a 1; sus valores forman la sucesiéon A400826 de la OEIS [8]. En [2]
se leen esos valores a lo largo de las 6rbitas de la funcién de Collatz C(n) = n/2 si n es par,
C(n) = 3n+ 1 si n es impar, mediante las palabras

Wy(n) =v(n) 4(C(n)) -~ (CP~H(n)).

Alli se demuestra que las palabras que no contienen el factor 00 forman un lenguaje de tipo
finito, con a(p+2) palabras de longitud p, donde a es la sucesién A097333, y que la complejidad
total se obtiene sumando a esa cantidad la contribucién B(p) de los ntimeros cuya 6rbita llega
a 1 en exactamente p pasos [2, Teorema 7.1]. La cantidad B(p) se calcul6 hasta p = 40, y
quedaron abiertas tres cuestiones [2, seccién 9]: el comportamiento de la razén entre B(p) y el
ntmero M (p) de esos niimeros, el crecimiento de B(p) y la clasificacién de las coincidencias,
es decir, de los niimeros distintos que comparten palabra.



Este escrito trata las dos ultimas. En la seccién 3 se demuestra que las palabras nuevas de cada
nivel son exactamente las de los impares de etiqueta 2 (proposicién 3.2). En la seccién 4, una
construccion aritmética con exponentes elegidos de forma adaptativa da B(p + 1) — B(p) >
2L(p=3)/14] " de modo que B(p) crece exponencialmente (teorema 4.3 y corolario 4.4). En la
seccién 5 se caracterizan los puntos de ambigiiedad, en los que dos ntimeros con la misma
palabra se separan (lema 5.1 y proposicién 5.3), y se demuestra que las multiplicidades no
estan acotadas, con la cota m(p) > 1 p'°89 2 (teorema 5.5 y corolario 5.6). La seccién 6 sittia
estos resultados respecto de las palabras de subidas y bajadas de las érbitas y de lo que se
sabe sobre el drbol inverso de Collatz, y la seccién 7 recoge datos numéricos y distingue lo
demostrado de lo observado.

2. Notacion

Para un entero positivo n escribimos v,(n) para su valoracién 2-ddica. Segun [1, seccién 3.1],

v2(n) mod 2, n=2" v>0,
)1 —(v2(n) méd 2), n par, no potencia de 2,
1(n) = 2, n > 1 impar, vo(n + 1) impar,
1, n > 1 impar, vo(n + 1) par.

Para n > 1 sea d(n) el menor p > 0 con CP(n) = 1, si existe. Para p > 0 ponemos
Wy = {Wp(n) :d(n) =p},  Np(w) ={n:d(n)=p, Wy(n)=uw},

M(p) = [{n:d(n) =p}.  B(p)=Wyl,  S(p)=Blp+1)=B(p),  m(p) = mdx |Np(w)l.
P

Wo(n) es la palabra vacia, Wy consta solo de ella y N de ella es {1}. Cada m tiene la preimagen

2m por C, y la preimagen impar (m — 1)/3 cuando m =4 (mdéd 6) y m > 4; para m = 4 esa

preimagen seria 1, que tiene d(1) = 0. Por tanto n < 24(n) "y todos los conjuntos anteriores

son finitos. La sucesiéon M es A005186 [8].

Usaremos dos resultados de [2]. Si y(x) = v(C(z)) = 0, entonces x = 1 [2, Lema 4.1]. Las
palabras que no contienen 00 y aparecen en las érbitas son exactamente las que evitan 00,
11, 12, 22 y 202, y hay a(p + 2) de longitud p [2, Teoremas 4.4 y 5.1]; la sucesién a cumple
a(n) =a(n —1)+a(n—3),y a(n+ 1)/a(n) tiende a la raiz real A\ ~ 1,4656 de A3 = \2 + 1.

3. Nacimiento de las palabras

Lema 3.1 (Duplicacién). Para todo x > 1, y(2x) = mex{y(x)} € {0,1}. Parap > 0 yw € W,
todos los 2n con n € Np(w) tienen la misma palabra fw, con £ = mex{y(n)}, y d(2n) =p+ 1.
La aplicacion w — fw es inyectiva, su imagen son las palabras de los nimeros pares N con
d(N) = p+ 1, y ninguna de ellas empieza por 2. En particular, |[Npp1(fw)| > [Np(w)|, y
m(p+1) = m(p).

Demostracion. La igualdad v(2z) = mex{y(z)} es una de las ecuaciones locales que cumple
v [1, seccién 3.1]. Todos los n € Np(w) tienen la misma primera letra y(n) si p > 1, y para
p = 0 el tnico es n = 1; por tanto 7(2n) es la misma para todos. Como C(2n) = n, se tiene
d2n) =p+1y Wy11(2n) = v(2n) Wp(n). La inyectividad se debe a que w es el sufijo de fw,
y todo par N con d(N) =p+ 1 es de la forma 2n con d(n) = p. dJ



Proposicion 3.2. Para todo p > 0,
S(p)=B(p+1)— B(p) = {Wps1(m) : m impar, d(m)=p+1, v(m) = 2}|.

Equivalentemente, S(p) es el nimero de palabras distintas del nivel p+ 1 que empiezan por 2;
en particular, S(p) > 0.

Demostracion. Por el lema 3.1, el nivel p + 1 contiene las B(p) palabras de los niimeros pares,
ninguna de las cuales empieza por 2. Sea m impar con d(m) = p + 1; entonces m > 1. Si
~v(m) = 2, su palabra empieza por 2 y es distinta de aquellas. Si v(m) = 1, entonces vo(m + 1)
es par y positiva, luego m = 3 (méd 4). El nimero ¢ = 3m + 1 cumple v2(q) = 1 y no es
potencia de 2, porque ¢/2 es impar y mayor que 1; por tanto y(¢) = 0y v(2¢) = 1. Como
C(m) = g = C(2q), se tiene d(2q) = p+1y Wpi1(m) = 1 W,(q) = Wy11(2¢), que es la palabra
de un niimero par. ]

Lema 3.3 (Paso hacia atras). Sea x un impar no divisible por 3. Los enteros a > 1 con 2°x =1
(méd 3) son los pares si x =1 y los impares si x =2 (méd 3). Para ellos, y(a) = (2°c —1)/3
es un entero impar y y(a+ 2) = 4y(a) + 1. Ademds:

1. Six>1ya>2, entoncesy >x, ra(y+1)=11y~y(y) = 2.

2. Para todo k > 1, la aplicacion y — 4y + 1 recorre todos los restos mddulo 3¥ a partir de
cualquier valor inicial. En consecuencia, cuando a recorre 3¢ valores consecutivos de su
paridad, y(a) recorre todos los restos médulo 3*.

Demostracion. La primera afirmacion se sigue de 2% = (—1)* (méd 3); el numerador 2%z — 1
es impar, y 3y(a+2)+1=4By(a)+1). Six > 1y a>2, entonces y > (4 —1)/3 > x > 1;
ademéds y +1 = (2°c +2)/3 y 2% +2 = 2 (mdd 4), luego vo(y+1) =1y, comoy > 1 es
impar, v(y) = 2. La hipdtesis x > 1 es necesaria: para z = 1 y a = 2 se obtiene y = 1.

Para el segundo apartado, la igualdad 3(4y + 1) + 1 = 4(3y + 1) muestra que, médulo 3h+
el ntimero 3y + 1 se multiplica por 4. Los restos u = 1 (méd 3) médulo 3+ forman un
grupo multiplicativo de orden 3*, v 4 tiene en él orden exactamente 3*, porque por induccién
4% =1+ 3! (méd 37+2). Por tanto 4 genera ese grupo, 3y + 1 recorre todos sus elementos e
y recorre todos los restos médulo 3*. O

Para r > 4 par, el nimero zg = (2" — 1)/3 es impar, 329 + 1 =2", d(xg) =7+ 1y vy(z0) = 2,
porque vo(zg + 1) = 1. También xo(r 4+ 2) = 4z(r) + 1, de modo que el lema 3.3(2) se aplica
igualmente a xy como funcién de r; en particular, zg =1, 2 0 0 (mdd 3) segiin que r =2, 4 o

0 (méd 6).

4. Crecimiento exponencial

Construccién. Seanp > 17y h=|(p—3)/14] > 1. A cada t = (to,...,tn_1) € {0,1}" le
asociamos exponentes 7,az,...,an_1,j del modo siguiente.

1. Sih=1,sear =cyg+6tg,conco=8sip—1lesparyco=4sip—1esimpar. Si h > 2,
sea r = 4 + 6tg. En ambos casos zg = (2" —1)/3.

2. Para 1 <i<h—2,sea ¢; el menor a > 2 con 2%x;_1 =1 (méd 3) y (2%x;—1 —1)/3=1
(méd 3); se pone a; = ¢; + 6t; y z; = (2%x;—1 — 1)/3.



3. Sih > 2, sea w la paridad que el lema 3.3 impone a aj_1 a partir de x;,_o, y sea € la paridad
dep—h—r—(a;+---+ap_2) — 7w Sea ¢;_1 el menor a > 2 con 2%xp_o =1 (mdd 3) y
(2%zp_9—1)/3 = (—1)° (m6d 3); se pone ap_1 = cp—1+6tp_1y Tp_1 = (2%—1xp_5—1)/3.

4. Por dltimo, j =p—h—r— (a1 +---+ap_1),n=2xp 1 ym=(n—1)/3.

Cada ¢; depende de tg,...,t;_1, v la regla lo determina sin ambigiiedad.

Proposicién 4.1. En la construccion anterior todos los pasos estin definidos, j > 2, d(n) = p,
n=4 (méd 12), y m es un impar con dim) =p+1, y(m) =2 y Wpi1(m) = 2Wp(n).

Demostracion. Si h > 2, r =4 (méd 6) y 9 = 2 (mdd 3). Por el lema 3.3, cada ¢; existe y
vale a lo sumo 7, porque dentro de la paridad admisible cada resto médulo 3 corresponde a
una clase modulo 6; cada x; es un impar mayor que x;_1, no divisible por 3 y de etiqueta 2,
y 3x; + 1 =2%g,_;. Como ap_1 = cp—1 (mdd 6) tiene la paridad 7, la paridad de j es e, y
rp_1 = (—1)7 (méd 3). Si h =1, la eleccién de ¢y da xg =1 (méd 3) cuando j=p—1—17 es
par y zo = 2 (mé6d 3) cuando es impar.

Como t; < 1,setiene r <14y a; < 13,de modo que r+> a; < 13h+1yj>p—14h—1> 2.
La orbita de n consta de j divisiones hasta x,_1, de los bloques que llevan de cada z;
a x;—1 en a; + 1 pasos, y de los r + 1 pasos de xp a 1, sin pasar antes por 1; por tanto
dn)=j+3(a;i+1)+r+1=p. Como4|nyn=(-1)z,_1 =1 (méd 3), se tiene n = 4
(méd 12); m es un impar mayor que 1 con C(m) = n, luego d(m) =p+1,yde3m+1=0
(méd 4) se sigue m =1 (méd 4) y y(m) = 2. O

Lema 4.2 (Recuperacién). La palabra Wy(n) de la construccion contiene exactamente h
stmbolos 2, en las posiciones de xp_1,...,xo, y de esas posiciones se recupera t. Por tanto,
tuplas distintas dan palabras Wy,11(m) distintas.

Demostracion. Los tnicos impares de la é6rbita de n antes de 1 son xp_1,...,xq, todos de
etiqueta 2; los demas ntimeros son pares y tienen etiqueta 0 o 1. Numerando las posiciones
desde 0, xj,_1 esta en la posicién j, cada x;_1 estd a; + 1 posiciones después de z;, y zqg estd en

la posicion p — 1 — r. Las posiciones dan, pues, j, an_1,...,a1 ¥y 7. De r se obtienen tg, porque
co depende solo de h y de la paridad de p, y xg; conocido z;_1, la regla determina ¢;, y de a;
se obtienen t; = (a; — ¢;)/6 y ;. O

Teorema 4.3. Para todo p > 17,
B(p+1) - B(p) > 2l®=3/14),
Demostracién. Por la proposicién 4.1 y el lema 4.2, las 2" tuplas dan 2" palabras distintas del

nivel p + 1 que empiezan por 2, y la proposicién 3.2, en su forma equivalente, concluye. [

Corolario 4.4. Para todo p > 18, 2l0=9/1) < B(p) < min{M (p), a(p+2)}. En consecuencia,

oM/ < liminf B(p)"/? < limsup B(p)'/? < X ~ 1,4656.

p—o0 pP—00

Demostracion. La cota inferior se sigue de B(p) > S(p—1) y del teorema 4.3. Para la superior,
si d(n) = p la 6rbita de n no pasa por 1 antes del paso p, de modo que W)(n) no contiene 00
por [2, Lema 4.1]; es, por tanto, una de las a(p + 2) palabras del lenguaje de tipo finito. [



5. Coincidencias

Llamamos punto de ambigiiedad a un entero z > 4 con z =4 (mdéd 6) cuyas dos preimigenes
2z y (# —1)/3 tienen la misma etiqueta.

Lema 5.1. Un entero z > 4 es un punto de ambigiiedad si y solo si z = 2u, con u > 1 impar,
u=2 (méd 3) y v(u) = 2. En ese caso, v(2z) =vy((z —1)/3) = 1.

Demostracion. Como v(2z) € {0,1} y la etiqueta de un impar mayor que 1 es 1 0 2, la etiqueta
comun solo puede ser 1. Sea m = (z — 1)/3. Se tiene v(m) = 1 si y solo si va(m + 1) es par
y positiva; en particular m = 3 (méd 4), es decir, z =3m+1=2 (méd 4) y z = 2u con u
impar, u > 1. Entonces m + 1= (2+2)/3 y va(2 +2) = 1 + vo(u + 1), que es par si y solo si
vo(u + 1) es impar, es decir, si y solo si y(u) = 2. Por otra parte, z = 2u no es potencia de 2 y
tiene valoracion 1, de modo que v(z) =0y v(2z) = 1. Por ultimo, z =4 (méd 6) equivale a
u=2 (mbd 3). O

Proposicién 5.2 (Reconstruccién). Sean w € W, y £ € {0,1,2}. Entonces Npy1({w) estd
formado por los nimeros 2z y (z —1)/3, con z € Ny(w), que existen y tienen etiqueta £. Cada
z aporta a lo sumo uno, salvo cuando £ =1 y z es un punto de ambigiiedad, en cuyo caso
aporta dos.

Demostracion. Es la descripcién de las preimagenes por C, junto con el lema 5.1. O

Proposicién 5.3 (Separacién). Sin # n' pertenecen a Ny(w), sea s el menor indice con
C3(n) = C*(n’), es decir, el primer paso en que coinciden los iterados del mismo orden, y sea
z = C%(n). Entonces z es un punto de ambigiiedad y {C*~(n),C*~1(n')} = {(z — 1)/3, 22}.

Demostracién. Como CP(n) = CP(n') = 1, el indice s existe, y 1 < s < p. Los ntimeros C*~*(n)
y C*~1(n’) son preimagenes distintas de z, luego son 2z y (z—1)/3, con z = 4 (méd 6); ademés
z > 4, porque la preimagen impar de 4 es 1, que no aparece antes del paso p. Ocupan la misma
posicién en dos érbitas con la misma palabra, de modo que tienen la misma etiqueta, y z es
un punto de ambigiiedad. O

Para la construccién de multiplicidades grandes, sea c el tnico resto médulo 3% con 10ckg = —1
(méd 35). Se tiene cx =2 (méd 3), y cx =8 (méd 9) si K > 2.

Lema 5.4. Sean K > 2 y uy,...,us tmpares mayores que 1, todos congruentes con cx maodulo
3K, Entonces los 2s niimeros 4u; y (2u; — 1)/3 son congruentes entre si modulo 351 y
congruentes con 2 médulo 3. Si j es impar, j > 3, los nimeros 27 -4u; y 27 (2u; —1)/3 son pares,
congruentes con 1 maddulo 3, y tienen valoraciones itmpares y al menos 3; sus preimdgenes
impares son impares de etiqueta 2, congruentes entre si modulo 352,

Demostracion. Se tiene 4u; — (2u; — 1)/3 = (10u; +1)/3, y 10u; +1 =0 (méd 35), de modo
que la diferencia es divisible por 381, Si u; = uy (méd 3%), también 4u; = 4uy (méd 3K)
y (2u; —1)/3 = (2uy — 1)/3 (méd 35-1). Como u; = 2 (méd 3), 4u; = 2 (méd 3), y por la
congruencia anterior, con K — 1 > 1, también (2u; —1)/3 =2 (mdd 3). Si j es impar, 2/ =2
(méd 3) y los ntimeros duplicados son = 1 (méd 3); sus valoraciones son j + 2 y j, ya que
(2u; — 1)/3 es impar. Sus preimagenes impares tienen etiqueta 2 por el lema 3.3(1), aplicado
a las partes impares u; y (2u; — 1)/3, que son mayores que 1 porque u; > 5, y dividir por
3 ntimeros congruentes médulo 35! que son =1 (méd 3) da niimeros congruentes médulo
352, O



Teorema 5.5. Para todo R > 1 existen pr y w € W, con |Np,(w)| > 28, y puede tomarse
pr < 9% si R > 2.

Demostracion. Consideramos conjuntos de ramas: nimeros distintos que ocupan la misma
posicién en una construccion hacia atras desde 1, con la misma palabra hasta 1 y sin pasar por
1 antes. Para k >0y K > 1, sea I(k, K) la afirmacién de que hay 2% ramas, todas impares,
mayores que 1, de etiqueta 2 y congruentes con cx médulo 35,

Arranque. Por el lema 3.3(2) aplicado a zq(r), existe un par r > 4, con r < 2- 32871 42 tal
que 2o = (2" — 1)/3 = cop_1 (méd 32F71). La rama x¢, que ocupa la posicién r + 1 contada
desde 1, da I(0,2R —1).

Ronda. Supongamos I(k, K) con K > 3. Se duplican todas las ramas: z; = 2u; es un punto
de ambigiiedad por el lema 5.1, porque u; =2 (méd 3) y v(u;) = 2, y todas tienen la misma
etiqueta y(z;) = 0. Por la proposicién 5.2, cada z; da las dos ramas 4u; y (2u; — 1)/3, de
etiqueta 1; son 2F+1 ramas distintas: las ramas pares 4u; son distintas entre si porque u — 4u
es inyectiva, las impares (2u; — 1)/3 lo son porque u — (2u — 1)/3 también lo es, y ninguna
rama par coincide con una impar. Se duplican después j veces, con j impar y j > 3, lo que
conserva la igualdad de etiquetas por el lema 3.1, y se toma la preimagen impar de todas,
que por el lema 5.4 existe y da 2°T! impares de etiqueta 2 congruentes entre s{ médulo 352
Por el lema 3.3(2), aplicado a una de las ramas, se puede elegir 5 < 2-3%-2 4+ 1 de modo
que su resto, y por tanto el de todas, sea cx_s. Se obtiene I(k + 1, K — 2), y la ronda ocupa
j+3<2-3572 4 4 posiciones.

Bifurcacion final. Partiendo de I(0,2R — 1), las rondas con K = 2R — 1,2R — 3,...,3 dan
I(R —1,1). Una duplicacién y una bifurcacién mas, que solo requieren que cada rama sea
un impar de etiqueta 2 congruente con 2 médulo 3, dan 2% niimeros distintos con la misma
palabra y el mismo tiempo de parada pgr, que ninguna rama alcanza 1 antes.

Longitud. Sumando,

R-1
prR< (2:3%143)+ ) (2.3 4 ) 42 =2. 321 4 3(9FT 1) AR+ 1,
=1

que es menor o igual que 9% para R > 2. 0
Corolario 5.6. m(p) — 0o, y m(p) > 2U°8epl > 1 plogs2 parg p > 81.

Demostracion. Por el teorema 5.5, m(pr) > 2% con pr < 9%, y m no decrece por el lema 3.1.
Sip>81ly R=|loggp| > 2, entonces p > 9% > pr y m(p) > 27 > 2l080p—1, O

6. Palabras de Collatz y arbol inverso

Para n con d(n) = p, llamamos palabra de Collatz de n a Up(n) = uopuy - - - up—1, con u; = u si
C*(n) es impar y u; = d si es par. Es el patrén de subidas y bajadas de la trayectoria hasta su
primera llegada a 1, que estudian Triimper [7] y Lang [5].

Proposicion 6.1. Sea p > 0.

1. La aplicacion n — Upy(n) es inyectiva sobre {n : d(n) = p}.

2. La palabra Wy(n) queda determinada por Up(n), sin necesidad de conocer n.



En consecuencia, M(p) es el nimero de palabras de Collatz de longitud p, B(p) es el nimero de
sus imdgenes por la aplicacion Uy(n) — Wy(n), y dos nimeros distintos con d(n) = d(n’) =p
comparten palabra de Grundy exactamente cuando esa aplicacion no es inyectiva sobre sus
palabras de Collatz.

Demostracién. Sea x; = C*(n), de modo que xp =1y x; # 1 para i < p. Leyendo la palabra
desde el final, z; = 2z;41 si u; = dy x; = (241 — 1)/3 si u; = u; esto prueba el primer
apartado.

Para el segundo, sea i < p. Si u; = 4, sea r la longitud de la racha de letras d que empieza en
i. Si la racha llega hasta la posicién p — 1, entonces x; = 2" y y(x;) = r mdd 2; en otro caso
Ziyr €8 un impar mayor que 1, z; no es potencia de 2, vo(z;) =7y y(z;) =1 — (r méd 2). Si
u; = u, entonces x; > 1 es impar; sea e > 1 la longitud de la racha de letras d que empieza en
i+1.Sie>2, entonces 3z;+1 =0 (mdd 4), luego x; =1 (méd 4), vo(x;+1) =1y y(z;) = 2.
Sie =1, el nimero =12 = (3z; + 1)/2 es un impar mayor que 1, y y(z;) = 3 — y(xi+2) por
[2, Lema 2.1]. Procediendo desde el final de la palabra hacia el principio, todas las etiquetas
quedan determinadas. O

La proposicion se refiere solo a las palabras de trayectorias que llegan a 1 por primera vez en
el paso p: no toda sucesiéon de letras u y d es la palabra de Collatz de algin nimero. En este
lenguaje, la proposicién 5.3 dice que dos palabras de Collatz con la misma imagen difieren, en
la Gltima posicién en que difieren, en una letra u frente a una letra d, correspondientes a las
preimagenes (z — 1)/3 y 2z de un punto de ambigiiedad z.

La sucesién M (p) es A005186 [8]. En sus términos conocidos, el cociente M (p + 1)/M (p) se
aproxima a
C34V21 1473
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la sucesion A176014. Merlini y Sala [6] propusieron este valor para el limite del cociente, y
en la ficha de A005186 se recogen argumentos heuristicos de D. W. Wilson y de M. Sigg que
conducen a la misma constante; p es la raiz positiva de p? = p + %, la ecuacién que resulta de
suponer que cada nodo m tiene la preimagen 2m, a un paso de C, y, con frecuencia 1/3, la
preimagen impar (2m — 1)/3 de la funcién acelerada, que llega a m en dos pasos de C. No se
conoce una demostraciéon de que el cociente tienda a p.

~ 1,2637626,

Los resultados rigurosos sobre el tamano del arbol inverso se refieren a la funcién acelerada
T(x) =x/2 o (3z+ 1)/2 y miden la profundidad en pasos de T'. Lagarias y Weiss [4] estudian
modelos de ramificacion para estos arboles; el nimero medio de nodos no divisibles por 3
a profundidad k, promediado sobre las clases de restos de la raiz, es exactamente (4/3) [3,
(2.8)]. Applegate y Lagarias demuestran, con ayuda del ordenador, que para toda raiz a # 0
(méd 3) el nimero de preimédgenes de a a profundidad k estd entre 1,302% y 1,359 para k
suficientemente grande [3, Teorema 1.1]. Como un nodo a profundidad & en pasos de T' que ha
dado w pasos impares esta a profundidad k + w en pasos de C, estas cotas no se traducen
directamente en cotas para M(p), que dependen de la distribucién de w. El corolario 4.4 da,
en particular, M(p) > B(p) > 2L=9/14) cota que no se compara con aquellas.

7. Datos numéricos

Los valores siguientes se han obtenido recorriendo el drbol inverso de 1 por niveles. Son obser-
vaciones, no resultados demostrados, salvo en lo que coinciden con los enunciados anteriores.



p M) B Sk mbp)
10 6 5 2 2
15 24 17 4 2
20 72 50 13 3
25 227 161 44 3
30 732 531 139 3
35 2365 1698 451 4
40 7628 5408 1405 5
45 24561 17219 4530 6
50 79255 55204 14383 7
55 255455 177052 8

Cuadro 1: Numeros con tiempo total de parada p, palabras distintas, palabras nuevas y
multiplicidad méxima.

En estos datos, la razén B(p+1)/B(p) esta entre 1,2605 y 1,2639 para 45 < p < 54, muy cerca
de la constante p ~ 1,2638 de la seccién 6, y muy por encima de la cota inferior 2/ ~ 1,051
del corolario 4.4; en el mismo intervalo, M (p + 1)/M (p) estd entre 1,2632 y 1,2644. La razén
B(p)/M (p) esté entre 0,692 y 0,726 para 20 < p < 55. La multiplicidad méaxima m(p) vale 2
desde p =7, 3 desde p = 17, 4 desde p = 31 y 8 en p = 55, de modo que crece mucho mas
deprisa que la cota % p'°892 del corolario 5.6. En la clase de 8 ntimeros del nivel 55 se observa la
estructura de la demostraciéon del teorema 5.5: leida desde 1, la clase se divide en tres puntos,
y en cada uno se dividen a la vez todas sus ramas.

8. Conclusiones

Las palabras de Grundy de los ntimeros que llegan a 1 en exactamente p pasos nacen, de
un nivel al siguiente, solo en los impares de etiqueta 2: las palabras de los niimeros pares
reproducen las del nivel anterior, y las de los impares de etiqueta 1 coinciden con las de un
numero par. La libertad de los exponentes entre impares, controlada mediante restos modulo 3,
permite construir en cada nivel 2L(P=3)/14] palabras nuevas distintas, de modo que B (p) crece
exponencialmente, con una base comprendida entre 21/ y la rafz real de A3 = \2 + 1.

Cuando dos nimeros tienen la misma palabra, sus érbitas se juntan por primera vez en un
punto de ambigiiedad, de la forma 2u con u impar, u = 2 (mdd 3) y y(u) = 2. Este mecanismo
local describe como se produce cada coincidencia, pero no da por si solo su ntimero, que es
una de las cuestiones abiertas. Encadenando bifurcaciones en estos puntos y conservando la
congruencia de todas las ramas médulo potencias de 3, se obtienen palabras que corresponden
a 2% ntmeros distintos para cualquier R. En las dos construcciones intervienen a la vez las
valoraciones 2-ddicas, que deciden las etiquetas, y los restos médulo potencias de 3, que deciden
qué ramas del drbol existen; es la misma interaccién que hace irregular el recuento de B(p) y
que no permite, por ahora, describir sus valores con una férmula.

Visto desde las palabras de Collatz, B(p) cuenta las clases en que quedan agrupadas las M (p)
trayectorias que llegan a 1 en p pasos cuando se leen solo sus etiquetas de Grundy. Los datos
sugieren que B(p) y M(p) crecen al mismo ritmo, cercano a la constante p = (3 + v/21)/6
propuesta para M (p), pero ninguno de los dos ritmos estd demostrado.



9. Cuestiones abiertas

Problema 9.1. ;Existe lim,_,, B(p)'/P? En caso afirmativo, ;coincide con p = (3 + /21)/6?
Por el corolario 4.4, estaria entre 21/14 y A = 1,4656. La misma pregunta para M (p) tiene la
respuesta conjetural p [6, 8], también sin demostrar.

Problema 9.2. ;Existe lim, o B(p)/M(p)? En caso afirmativo, jes estrictamente positivo?
Esta pregunta no equivale a la anterior: si B(p) y M(p) tuvieran la misma base exponencial,
su cociente podria aun asi tender a 0, como ocurriria con pP/p frente a pP. La diferencia
M(p) — B(p) = Zuew, (Np(w)| — 1) cuenta los nimeros que sobran cuando se elige un
representante de cada palabra; el nimero de parejas de niimeros distintos con la misma palabra
es, en cambio, 35 ,cpy, (W”(w)l). En los datos de la tabla 1, la razén B(p)/M (p) esté entre

2
0,692 y 0,726 para 20 < p < 55.

Verificacion

El programa verificar_nacimiento_coincidencias.py, que acompaia a este escrito, usa
aritmética entera exacta. Comprueba la proposicién 3.2 y la cota B(p) < a(p + 2) para p < 40;
el periodo completo de y — 4y + 1 médulo 3% para k < 8; la construccién de la seccién 4
para 17 < p < 130, con sus 2" palabras distintas y las propiedades de la proposicién 4.1; el
lema 5.1 para 4 < z < 2 - 10%; la proposicién 5.3 en las 1135 parejas de nimeros con la misma
palabra y p < 30; la construccion del teorema 5.5 para R < 5, comprobando en cada ronda las
condiciones de I(k, K) y, hacia delante, que las 27 ramas tienen la misma palabra y el mismo
tiempo de parada; los valores de la tabla 1 y las razones citadas en la seccién 7; y, para los
5617 ntimeros con d(n) < 32, que la palabra de Collatz determina el nimero y que la palabra
de Grundy se obtiene de ella con las reglas de la demostracion de la proposicién 6.1. Ninguna
demostracion depende de estos calculos.
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