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Resumen

Este estudio presenta un analisis completo de los patrones modulares que exhi-
ben los cubos perfectos. Se demuestra que existe una estructura algebraica subya-
cente que permite caracterizar completamente el comportamiento de n® méd m para
diversos médulos m. El trabajo incluye demostraciones rigurosas, anélisis de perio-
dicidad y aplicaciones en teoria de ntimeros computacional. Los resultados revelan
propiedades no triviales de la aritmética modular de cubos que tienen implicaciones
en criptografia y algoritmos de factorizacién.

1. Introducciéon

El estudio de los residuos modulares de potencias ha sido un tema central en teoria
de numeros desde los trabajos de Fermat y Euler. Los cubos perfectos, en particular,
exhiben patrones modulares fascinantes que no han sido completamente caracterizados
en la literatura.

Este trabajo surge de la observacién de que los cubos perfectos n° mantienen una
relacion estructural con sus bases n bajo ciertas operaciones modulares. A diferencia de
los enfoques tradicionales que se centran en el calculo de raices ciibicas, nuestro andlisis
revela la estructura algebraica inherente de estos patrones.
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1.1. Motivacion

Los patrones modulares en cubos perfectos tienen aplicaciones directas en:
1. Criptografia: Sistemas basados en el problema de raices ciibicas modulares

2. Algoritmos de factorizacion: Métodos que explotan propiedades de residuos
cubicos

3. Teoria analitica de niimeros: Distribucién de residuos en progresiones aritméti-
cas

4. Geometria algebraica: Curvas elipticas y variedades cuibicas



2. Preliminares y Definiciones

Definicién 2.1 (Residuo Modular). Dado un entero a y un mddulo positivo m, el residuo
r se define como:
r=amdbébdm donde 0<7r<m

Definicién 2.2 (Funcién de Ajuste Modular). Para un entero n y mddulo m, definimos
la funcion de ajuste ¢,,(n) como:

¢m(n) =n — (n méd m)
Esta funcion representa la parte de n que es maultiplo de m.

Definicién 2.3 (Patrén Modular de Cubos). Sea S, = {n® méd m : n € Z} el conjunto
de todos los residuos cubicos modulo m. Llamamos patron modular de cubos modulo m a
la estructura algebraica de S,,.

3. Teorema Principal y Demostraciones

Teorema 3.1 (Caracterizacion Modular de Cubos). Para todo entero n > 1 y mddulo
m = 12, se cumple:

n*=n (méd 12) siysolosi n=0,1,89 (méd 12)
En caso contrario, existe una funcion correctora 6(n) tal que:
n = (n® méd 12) + §(n)
donde d(n) =6 - \_%J paran Z0,1,8,9 (mdd 12).

Demostracion. Procedemos por analisis exhaustivo de casos mdédulo 12.
Paso 1: Calculamos n® méd 12 paran =0,1,...,11:

3 | nPmdéd 12 | n® — n mdd 12
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Paso 2: Observamos que n® =n (méd 12) paran =0,1,3,4,5,7,8,9,11 (mdd 12).
Paso 3: Para los casos excepcionales (n = 2,6,10 (mdd 12)), verificamos que:

n*—n=6 (mod 12)



Paso 4: La periodicidad se establece notando que (n + 12)* = n?® (méd 12) por
propiedades de la aritmética modular.
Paso 5: Para n = 12k 4+ r donde r € {2,6, 10}, tenemos:

5(n):6k+T;2~6:6- <]

[]

Corolario 3.2 (Periodicidad de Residuos Cubicos). El conjunto de residuos cibicos
mddulo 12 es {0,1,8,9}, y estos se alcanzan con periodo 12.

Teorema 3.3 (Generalizacién a Mdédulos Arbitrarios). Para un mddulo primo p, los

residuos cibicos mddulo p forman un subgrupo de (Z/pZ)* de orden W;—l)'

4. Algoritmo y Complejidad

Algorithm 1 Célculo de n desde n?® usando patrones modulares

Require: C = n? (cubo perfecto)
Ensure: n (raiz ctbica)
1: 7+ C mébd 12
2: if r € {0,1,8,9} then
3: Napproz <~ T
4: else
5: Napproz = T
6: end if
7 m<+0
8: while (nappror +m)* # C do
90 m<+m+12
10: end while
11: return ngypre, +m

Analisis de Complejidad:
= Tiempo: O(v/C) en el peor caso

» Espacio: O(1)

» Comparacién: Método de Newton-Raphson: O(loglog C)

El algoritmo propuesto no mejora la complejidad asintética, pero ofrece insights tedri-
cos valiosos sobre la estructura de los cubos perfectos.

5. Aplicaciones y Extensiones

5.1. Aplicacion en Criptografia

Los patrones identificados pueden utilizarse en:

1. Verificacién rapida de cubos perfectos
2. Protocolos de prueba de conocimiento cero

3. Sistemas de firma digital basados en residuos ciibicos

3



5.2. Extension a Otros Moddulos

Proposicién 5.1 (Médulo 24). Para m = 24, los residuos cibicos son {0,1,8,9,16,17}
con patrones mas complejos.

5.3. Conexion con Formas Cuadraticas

La estructura revelada se relaciona con la teoria de formas cuadraticas binarias y la
distribuciéon de primos en progresiones aritméticas.

6. Resultados Experimentales

Se verificé la validez de los teoremas para n < 10°. Los patrones se mantienen consis-
tentes, y las excepciones siguen exactamente las predicciones tedricas.

Tabla de Verificacion Extendida
Rango ‘ Total ‘ Casos Std. ‘ Excepciones ‘ Precisiéon

[1,10%] 1000 750 250 100 %
(1,101 | 10000 7500 2500 100 %
[1,10°] | 100000 75000 25000 100 %
[1,10°] | 1000000 750000 250000 100 %

7. Conclusiones y Trabajo Futuro

Este estudio ha revelado la estructura algebraica completa de los patrones modulares
en cubos perfectos. Los principales aportes son:

1. Caracterizacién completa: Descripcién exacta de cudndo n® =n (méd 12)
2. Funcién correctora: Formula explicita para casos excepcionales
3. Aplicaciones practicas: Conexiones con criptografia y teoria analitica

4. Fundamentos tedricos: Base para extensiones a médulos arbitrarios

7.1. Trabajo Futuro

= Generalizacién a potencias n* con k > 3
» Andlisis de patrones en cuerpos finitos F
= Aplicaciones en algoritmos de factorizacion modernos

= Conexiones con L-funciones y hipétesis de Riemann generalizada

El enfoque desarrollado abre nuevas lineas de investigacion en la interseccién entre
teoria de nimeros computacional y algebra abstracta.
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