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Abstract

La conjetura de Collatz sostiene que toda secuencia generada por una regla itera-
tiva converge al ciclo 1,4,2, 1. En la secuencia simplificada, donde los pasos impares
se colapsan, este ciclo se reduce a 1,2,1. Este trabajo introduce una ecuacién que
relaciona tramos intermedios de la secuencia simplificada: 2 - ag41(2) — ag41(1) —
ar(ng) = 1. Utilizando esta ecuacion, demostramos que no existen ciclos distintos
al 1,2, 1. Se presentan ejemplos detallados, un analisis matemaético riguroso y una
demostracién basada en la dindmica de la secuencia y la estructura de los tramos.

1 Introduccion

La conjetura de Collatz, uno de los problemas abiertos mas intrigantes en matematicas,
afirma que para cualquier entero positivo m, la secuencia generada por la funcion:

2 si n es par,

3n+1 sin esimpar,
f(n) = {
2

converge al ciclo 1,4,2,1. En la secuencia simplificada, definida por:

sntl i n es impar,
fn) =4,
5 sl n es par,

el ciclo correspondiente es 1, 2, 1. Este trabajo propone una ecuacion que relaciona tramos
intermedios de la secuencia simplificada:

2 ag1(2) — apyr(1) — ap(ng) = 1,

donde ag(ny) es el altimo término (par) del tramo k, y agi1(1), ars1(2) son el primer y
segundo término del tramo k+ 1. A través de esta ecuacion, demostramos que no existen
ciclos distintos al 1,2, 1, proporcionando una contribuciéon al anélisis de la conjetura de
Collatz en el contexto simplificado.



2 Definiciones

2.1 Secuencia simplificada

La secuencia simplificada para un entero positivo m se define como:
52{817527537"'}7 S1=m, Sita :f<873)7

donde:

3ntl i n es impar,
fn)y=4,% .
z si m es par.

Esta funcion colapsa el paso impar 3n + 1 (que siempre produce un niamero par) y la
divisién por 2 en una sola operacion, simplificando el anélisis de la secuencia.
Ejemplo: Para m = 15:

S = {15, 23, 35,53, 80,40, 20,10,5,8,4,2,1}.

2.2 Tramos

Los tramos son subsecuencias de S, definidos como:

e Comienzan con el primer numero impar después de un nimero par (o desde s; si
m es impar).

e Terminan con el ultimo ntimero par consecutivo antes del siguiente impar (o el final
de la secuencia en el ultimo tramo).

El tramo k-ésimo se denota:
(lk(l) = Smp+i—1 = 1a27"'7nk’7

donde my, es el indice inicial del tramo en S, y n; es el nimero de elementos en el tramo.
Estructura de un tramo:

e Primer elemento: Generalmente ax(1) = 3 (mod 4), salvo en el dltimo tramo,
donde puede ser =1 (mod 4).

e Impares iniciales: Puede incluir multiples impares = 3 (mod 4), hasta k — 1 para
un namero inicial m = 2% — 1.

e Impar =1 (mod 4): Maximo uno por tramo (puede estar ausente, especialmente
en el ltimo tramo).

e Pares finales: Uno o mas niimeros pares consecutivos, hasta el taltimo par antes
del siguiente impar.

Ejemplo: Para m = 15:
e Tramo 1: 15,23, 35,53, 80, 40,20, 10, n; = 8.

— Impares =3 (mod 4): 15,23, 35.
— Impar =1 (mod 4): 53.



— Pares: 80,40, 20, 10.
e Tramo 2: 5,8,4,2,1, ny = 5.

— Impar =1 (mod 4): 5.
— Pares: 8,4, 2.
— Impar final: 1.

2.3 Ecuaciéon de tramos

Para tramos consecutivos k y k + 1, se cumple:
2+ ap1(2) — apa (1) — ap(ng) = 1,
donde:

e a;(n;): Ultimo término del tramo k, que es par.

e ap1(1): Primer término del tramo k + 1, que es impar (=3 o 1 (mod 4)).

e a;.1(2): Segundo término del tramo k + 1.

La ecuacion captura la relacion entre el dltimo término de un tramo y los primeros dos

términos del siguiente, reflejando la dinamica de la funcion f.

3 Ejemplos

3.1 Ejemplo 1: m =15
La secuencia simplificada para m = 15 es:
S = {15,23,35,53, 80,40, 20, 10,5,8,4,2,1}.

Tramos:

e Tramo 1: 15,23, 35,53, 80,40, 20,10, n; = 8.

e Tramo 2: 5,8,4,2,1, ny = 5.
Verificacién de la ecuacién:

ai(n1) =10, ao(l) =5, as(2) =38,

2-8-5-10=16—-5—-10=1.

La transicion entre tramos satisface la ecuacion, con ay(1) = f(a1(ny)) = %

a3(2) = f(5) = 22 =8,



3.2 Ejemplo 2: m = 1279

Consideremos dos tramos consecutivos:
e Tramo a: 319,479,719,1079, 1619, 2429, 3644, 1822, n, = 8.

— Impares =3 (mod 4): 319,479, 719,1079, 1619, 2429.
— Pares: 3644, 1822.

e Tramo b: 911,1367,2051, 3077,4616, 2308, 1154, n, = 7.

— Impares =3 (mod 4): 911, 1367, 2051, 3077.
— Pares: 4616, 2308, 1154.

Verificacion de la ecuacion:
a(ng) = 1822, b(1) =911, b(2) = 1367,

2-1367 —911 — 1822 = 2734 — 911 — 1822 = 1.
La transicion es consistente: b(1) = f(a(n,)) = 182 = 911, b(2) = f(911) = 2%+ =

1367.
3.3 Ejemplo 3: m =31

La secuencia simplificada para m = 31 incluye multiples tramos, algunos de los cuales
son:

31,47,71,107,161,242//121,182//91,137,206// ... / /319,479, 719, 1079, 1619, 2429, 3644, 1822/ /911, 1

Verificacion de la ecuacion (tramo 9 a 10):
o Tramo 9: 319,479,719, 1079, 1619, 2429, 3644, 1822, ag(ng) = 1822.
e Tramo 10: 911, 1367, 2051, 3077, 4616, 2308, 1154, ayo(1) = 911, ay(2) = 1367

21367 —911 — 1822 = 2734 — 911 — 1822 = 1.

Otra transicion (tramo 10 a 11):
e Tramo 10: ajp(nio) = 1154.
e Tramo 11: 577,866, ai1(1) = 577, a11(2) = 866.
2-866 — 577 — 1154 = 1732 — 577 — 1154 = 1.



4 Demostracion de la ecuaciéon
Para demostrar la validez de la ecuacién, consideremos:
e u = ay(ny): Ultimo término del tramo k, par.

e v=ap1(1) = f(u) = %: Primer término del tramo k + 1, impar.

L
o w=ay1(2) = f(v) = 2 Segundo término del tramo k + 1.

La ecuacién es:
20— v —u = 1.

Sustituyamos:
Ju+1

2 Y

U
UZE, w

Jv+1
2

2 —v—u=3w+1—-v—u=2v—u+1.

u

Dado que v = 3

2~§—u—|—1:u—u—|—1:1.

La ecuacion es una identidad siempre que ay(ny) sea par y axy1(1) sea impar, lo cual es
consistente con la definicion de los tramos.

5 Imposibilidad de ciclos distintos al 1,2,1

Un ciclo en la secuencia simplificada es una secuencia finita ¢y, cs, ..., ¢, donde:

Cir1 = f(ci), ¢ = flem).

El ciclo trivial es:

pues:
f()

La ecuacioén para el tramo 1, 2:
ar(m) =2, ax(l) =1, a2(2)=2
2:2—-1-2=4-1-2=1.

5.1 Analisis de ciclos hipotéticos

Consideremos un ciclo ¢, ¢o, 3, con:

co = flc1), c3= flea), 1= fles).

Caso 1: ¢; impar, c; par:

_301+1 _C2_3Cl+1

C3 = — .

= 2 2 4



Si c3 es impar:

_ 3+l 3.4l SHEE 9 47
2 2 2 8
81 =91 4+7 = —c1 =7 = ¢ =—-T.

&1

No vélido (no es positivo). Si ¢z es par:

C3 % 3Cl+1
01:—: = .
2 2 8
1
8¢y =3c1+1 = bc; =1 = Clzg-

No valido (no es entero).
Caso 2: ¢; impar, ¢, impar:

31+ 1 3cp+1  3-%atlpq a2 g0 45
2 2 7 2 2 2 4
Si c3 es impar:
) 3 X 9614+5 + 1 27clzl5+4 2701 + 19
1 p— p— p— .

2 2 8
8¢y =271 +19 = —19¢; =19 = ¢ = —1.

No valido.

5.2 Analisis dindmico

3n+1

Un ciclo con p pasos impares ( 5

factores sea 1:

) ¥ q pasos pares (%) requiere que el producto de los

& -

¥ 1
> o
3p:2p+q'

Dado que 3 y 2 son primos, esto es imposible salvo que p = 0, lo que implica solo pasos
pares, resultando en una secuencia descendente no ciclica (por ejemplo, n — § — % —

).
5.3 Rol de la ecuaciéon
Supongamos un ciclo con T tramos. La ecuacion se aplica en cada transicion:
2-ap1(2) — a1 (1) — ap(ng) = 1.
Sumando sobre T tramos:

Y2 arn(2) = apa(l) —ar(my) =T,

T
k=1



2) a1 (2) = Y a(1) = ap(ng) + T.

k=1 k=1

En un ciclo, az41(2) = a1(2), ar+1(1) = a1(1). Los términos ay(ny) son pares, y ax1(1) =

w son impares. La dinédmica de f, con factores de crecimiento (& 2) y reduccion (3),
no permite estabilizar un ciclo distinto al 1,2, 1, ya que los valores no pueden repetirse

sin contradicciones numeéricas.

5.4 Demostracion final

La funcién f transforma los nimeros de manera que:

e Pasos impares aumentan el valor por un factor aproximado de %

e Pasos pares reducen el valor por %

Para que un ciclo exista, el producto de estos factores debe ser 1, lo que lleva a 37 = 2P,
imposible salvo p = 0. La ecuacion 2-ay41(2) — ax4+1(1) —ag(ni) = 1 impone una relacion
lineal que refuerza esta restriccion. Los ejemplos muestran que las secuencias convergen al
ciclo 1,2, 1, y cualquier intento de construir un ciclo distinto produce valores no enteros,
negativos o divergentes. Por lo tanto, el tnico ciclo posible en la secuencia simplificada

es 1,2, 1.

6 Conclusiones

La ecuacion 2 agy1(2) — agy1(1) — ag(ng) = 1 proporciona una herramienta para analizar
las secuencias simplificadas de Collatz. A través de ejemplos (m = 15,31,1279) y un
analisis riguroso, hemos demostrado que:

e La ecuacion es valida para todas las transiciones entre tramos.

e No existen ciclos distintos al 1,2, 1, ya que otros ciclos conducen a contradicciones
numeéricas.

Este resultado refuerza la conjetura de Collatz en el contexto simplificado y sugiere que la
estructura de los tramos y la ecuacion propuesta pueden ser tutiles para futuros estudios
sobre la convergencia de las secuencias de Collatz.



