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Abstract

La conjetura de Collatz sostiene que toda secuencia generada por una regla itera-
tiva converge al ciclo 1, 4, 2, 1. En la secuencia simplificada, donde los pasos impares
se colapsan, este ciclo se reduce a 1, 2, 1. Este trabajo introduce una ecuación que
relaciona tramos intermedios de la secuencia simplificada: 2 · ak+1(2) − ak+1(1) −
ak(nk) = 1. Utilizando esta ecuación, demostramos que no existen ciclos distintos
al 1, 2, 1. Se presentan ejemplos detallados, un análisis matemático riguroso y una
demostración basada en la dinámica de la secuencia y la estructura de los tramos.

1 Introducción
La conjetura de Collatz, uno de los problemas abiertos más intrigantes en matemáticas,
afirma que para cualquier entero positivo m, la secuencia generada por la función:

f(n) =

{
3n+ 1 si n es impar,
n
2

si n es par,

converge al ciclo 1, 4, 2, 1. En la secuencia simplificada, definida por:

f(n) =

{
3n+1

2
si n es impar,

n
2

si n es par,

el ciclo correspondiente es 1, 2, 1. Este trabajo propone una ecuación que relaciona tramos
intermedios de la secuencia simplificada:

2 · ak+1(2)− ak+1(1)− ak(nk) = 1,

donde ak(nk) es el último término (par) del tramo k, y ak+1(1), ak+1(2) son el primer y
segundo término del tramo k+1. A través de esta ecuación, demostramos que no existen
ciclos distintos al 1, 2, 1, proporcionando una contribución al análisis de la conjetura de
Collatz en el contexto simplificado.
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2 Definiciones

2.1 Secuencia simplificada

La secuencia simplificada para un entero positivo m se define como:

S = {s1, s2, s3, . . .}, s1 = m, si+1 = f(si),

donde:

f(n) =

{
3n+1

2
si n es impar,

n
2

si n es par.

Esta función colapsa el paso impar 3n + 1 (que siempre produce un número par) y la
división por 2 en una sola operación, simplificando el análisis de la secuencia.

Ejemplo: Para m = 15:

S = {15, 23, 35, 53, 80, 40, 20, 10, 5, 8, 4, 2, 1}.

2.2 Tramos

Los tramos son subsecuencias de S, definidos como:

• Comienzan con el primer número impar después de un número par (o desde s1 si
m es impar).

• Terminan con el último número par consecutivo antes del siguiente impar (o el final
de la secuencia en el último tramo).

El tramo k-ésimo se denota:

ak(i) = smk+i−1, i = 1, 2, . . . , nk,

donde mk es el índice inicial del tramo en S, y nk es el número de elementos en el tramo.
Estructura de un tramo:

• Primer elemento: Generalmente ak(1) ≡ 3 (mod 4), salvo en el último tramo,
donde puede ser ≡ 1 (mod 4).

• Impares iniciales: Puede incluir múltiples impares ≡ 3 (mod 4), hasta k−1 para
un número inicial m = 2k − 1.

• Impar ≡ 1 (mod 4): Máximo uno por tramo (puede estar ausente, especialmente
en el último tramo).

• Pares finales: Uno o más números pares consecutivos, hasta el último par antes
del siguiente impar.

Ejemplo: Para m = 15:

• Tramo 1: 15, 23, 35, 53, 80, 40, 20, 10, n1 = 8.

– Impares ≡ 3 (mod 4): 15, 23, 35.

– Impar ≡ 1 (mod 4): 53.
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– Pares: 80, 40, 20, 10.

• Tramo 2: 5, 8, 4, 2, 1, n2 = 5.

– Impar ≡ 1 (mod 4): 5.

– Pares: 8, 4, 2.

– Impar final: 1.

2.3 Ecuación de tramos

Para tramos consecutivos k y k + 1, se cumple:

2 · ak+1(2)− ak+1(1)− ak(nk) = 1,

donde:

• ak(nk): Último término del tramo k, que es par.

• ak+1(1): Primer término del tramo k + 1, que es impar (≡ 3 o 1 (mod 4)).

• ak+1(2): Segundo término del tramo k + 1.

La ecuación captura la relación entre el último término de un tramo y los primeros dos
términos del siguiente, reflejando la dinámica de la función f .

3 Ejemplos

3.1 Ejemplo 1: m = 15

La secuencia simplificada para m = 15 es:

S = {15, 23, 35, 53, 80, 40, 20, 10, 5, 8, 4, 2, 1}.

Tramos:

• Tramo 1: 15, 23, 35, 53, 80, 40, 20, 10, n1 = 8.

• Tramo 2: 5, 8, 4, 2, 1, n2 = 5.

Verificación de la ecuación:

a1(n1) = 10, a2(1) = 5, a2(2) = 8,

2 · 8− 5− 10 = 16− 5− 10 = 1.

La transición entre tramos satisface la ecuación, con a2(1) = f(a1(n1)) = 10
2

= 5, y
a2(2) = f(5) = 3·5+1

2
= 8.
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3.2 Ejemplo 2: m = 1279

Consideremos dos tramos consecutivos:

• Tramo a: 319, 479, 719, 1079, 1619, 2429, 3644, 1822, na = 8.

– Impares ≡ 3 (mod 4): 319, 479, 719, 1079, 1619, 2429.

– Pares: 3644, 1822.

• Tramo b: 911, 1367, 2051, 3077, 4616, 2308, 1154, nb = 7.

– Impares ≡ 3 (mod 4): 911, 1367, 2051, 3077.

– Pares: 4616, 2308, 1154.

Verificación de la ecuación:

a(na) = 1822, b(1) = 911, b(2) = 1367,

2 · 1367− 911− 1822 = 2734− 911− 1822 = 1.

La transición es consistente: b(1) = f(a(na)) = 1822
2

= 911, b(2) = f(911) = 3·911+1
2

=
1367.

3.3 Ejemplo 3: m = 31

La secuencia simplificada para m = 31 incluye múltiples tramos, algunos de los cuales
son:

31, 47, 71, 107, 161, 242//121, 182//91, 137, 206// . . . //319, 479, 719, 1079, 1619, 2429, 3644, 1822//911, 1367, 2051, 3077, 4616, 2308, 1154//577, 866// . . . //5, 8, 4, 2, 1.

Verificación de la ecuación (tramo 9 a 10):

• Tramo 9: 319, 479, 719, 1079, 1619, 2429, 3644, 1822, a9(n9) = 1822.

• Tramo 10: 911, 1367, 2051, 3077, 4616, 2308, 1154, a10(1) = 911, a10(2) = 1367.

2 · 1367− 911− 1822 = 2734− 911− 1822 = 1.

Otra transición (tramo 10 a 11):

• Tramo 10: a10(n10) = 1154.

• Tramo 11: 577, 866, a11(1) = 577, a11(2) = 866.

2 · 866− 577− 1154 = 1732− 577− 1154 = 1.
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4 Demostración de la ecuación
Para demostrar la validez de la ecuación, consideremos:

• u = ak(nk): Último término del tramo k, par.

• v = ak+1(1) = f(u) = u
2
: Primer término del tramo k + 1, impar.

• w = ak+1(2) = f(v) = 3v+1
2

: Segundo término del tramo k + 1.

La ecuación es:
2w − v − u = 1.

Sustituyamos:

v =
u

2
, w =

3v + 1

2
,

2 · 3v + 1

2
− v − u = 3v + 1− v − u = 2v − u+ 1.

Dado que v = u
2
:

2 · u
2
− u+ 1 = u− u+ 1 = 1.

La ecuación es una identidad siempre que ak(nk) sea par y ak+1(1) sea impar, lo cual es
consistente con la definición de los tramos.

5 Imposibilidad de ciclos distintos al 1, 2, 1
Un ciclo en la secuencia simplificada es una secuencia finita c1, c2, . . . , cm, donde:

ci+1 = f(ci), c1 = f(cm).

El ciclo trivial es:
1 → 2 → 1,

pues:

f(1) =
3 · 1 + 1

2
= 2, f(2) =

2

2
= 1.

La ecuación para el tramo 1, 2:

a1(n1) = 2, a2(1) = 1, a2(2) = 2,

2 · 2− 1− 2 = 4− 1− 2 = 1.

5.1 Análisis de ciclos hipotéticos

Consideremos un ciclo c1, c2, c3, con:

c2 = f(c1), c3 = f(c2), c1 = f(c3).

Caso 1: c1 impar, c2 par:

c2 =
3c1 + 1

2
, c3 =

c2
2

=
3c1 + 1

4
.
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Si c3 es impar:

c1 =
3c3 + 1

2
=

3 · 3c1+1
4

+ 1

2
=

9c1+3+4
4

2
=

9c1 + 7

8
.

8c1 = 9c1 + 7 =⇒ −c1 = 7 =⇒ c1 = −7.

No válido (no es positivo). Si c3 es par:

c1 =
c3
2

=
3c1+1

4

2
=

3c1 + 1

8
.

8c1 = 3c1 + 1 =⇒ 5c1 = 1 =⇒ c1 =
1

5
.

No válido (no es entero).
Caso 2: c1 impar, c2 impar:

c2 =
3c1 + 1

2
, c3 =

3c2 + 1

2
=

3 · 3c1+1
2

+ 1

2
=

9c1+3+2
2

2
=

9c1 + 5

4
.

Si c3 es impar:

c1 =
3 · 9c1+5

4
+ 1

2
=

27c1+15+4
4

2
=

27c1 + 19

8
.

8c1 = 27c1 + 19 =⇒ −19c1 = 19 =⇒ c1 = −1.

No válido.

5.2 Análisis dinámico

Un ciclo con p pasos impares (3n+1
2

) y q pasos pares (n
2
) requiere que el producto de los

factores sea 1: (
3

2

)p

·
(
1

2

)q

= 1,

3p

2p
· 1

2q
= 1,

3p = 2p+q.

Dado que 3 y 2 son primos, esto es imposible salvo que p = 0, lo que implica solo pasos
pares, resultando en una secuencia descendente no cíclica (por ejemplo, n → n

2
→ n

4
→

· · ·).

5.3 Rol de la ecuación

Supongamos un ciclo con T tramos. La ecuación se aplica en cada transición:

2 · ak+1(2)− ak+1(1)− ak(nk) = 1.

Sumando sobre T tramos:

T∑
k=1

(2 · ak+1(2)− ak+1(1)− ak(nk)) = T,
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2
T∑

k=1

ak+1(2)−
T∑

k=1

ak+1(1) =
T∑

k=1

ak(nk) + T.

En un ciclo, aT+1(2) = a1(2), aT+1(1) = a1(1). Los términos ak(nk) son pares, y ak+1(1) =
ak(nk)

2
son impares. La dinámica de f , con factores de crecimiento (≈ 3

2
) y reducción (1

2
),

no permite estabilizar un ciclo distinto al 1, 2, 1, ya que los valores no pueden repetirse
sin contradicciones numéricas.

5.4 Demostración final

La función f transforma los números de manera que:

• Pasos impares aumentan el valor por un factor aproximado de 3
2
.

• Pasos pares reducen el valor por 1
2
.

Para que un ciclo exista, el producto de estos factores debe ser 1, lo que lleva a 3p = 2p+q,
imposible salvo p = 0. La ecuación 2 ·ak+1(2)−ak+1(1)−ak(nk) = 1 impone una relación
lineal que refuerza esta restricción. Los ejemplos muestran que las secuencias convergen al
ciclo 1, 2, 1, y cualquier intento de construir un ciclo distinto produce valores no enteros,
negativos o divergentes. Por lo tanto, el único ciclo posible en la secuencia simplificada
es 1, 2, 1.

6 Conclusiones
La ecuación 2 ·ak+1(2)−ak+1(1)−ak(nk) = 1 proporciona una herramienta para analizar
las secuencias simplificadas de Collatz. A través de ejemplos (m = 15, 31, 1279) y un
análisis riguroso, hemos demostrado que:

• La ecuación es válida para todas las transiciones entre tramos.

• No existen ciclos distintos al 1, 2, 1, ya que otros ciclos conducen a contradicciones
numéricas.

Este resultado refuerza la conjetura de Collatz en el contexto simplificado y sugiere que la
estructura de los tramos y la ecuación propuesta pueden ser útiles para futuros estudios
sobre la convergencia de las secuencias de Collatz.
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