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Resumen

Este estudio presenta el análisis de una variante de la secuencia
de Collatz, denominada Secuencia Personalizada (SP). Demostramos
formalmente su convergencia al ciclo {1, 2, 1}, caracterizamos sus pro-
piedades algebraicas, establecemos cotas superiores para su comporta-
miento asintótico y proporcionamos evidencia numérica de su eficien-
cia comparativa. Los resultados incluyen demostraciones completas de
las propiedades fundamentales y un análisis detallado de su estructura
combinatoria.

1. Introducción

1.1. Contexto Matemático

La conjetura de Collatz, formulada por Lothar Collatz en 1937, constituye
uno de los problemas no resueltos más célebres en teoŕıa de números. Para
todo entero positivo k, se define la secuencia:

fCollatz(k) =

{
3k + 1 si k ≡ 1 (mód 2)

k/2 si k ≡ 0 (mód 2)
(1)

1.2. Motivación

Nuestra Secuencia Personalizada (SP) surge como una generalización que
preserva la esencia combinatoria del problema original mientras optimiza su
convergencia mediante operaciones algebraicas comprimidas.
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2. Definiciones Fundamentales

Definición 1 (Función SP). Para k ∈ N+, definimos:

fSP(k) =

{
3n·(k+1)

2n
− 1 si k ≡ 1 (mód 2), con n = ν2(k + 1)

k
2m

si k ≡ 0 (mód 2), con m = ν2(k)
(2)

donde ν2(x) denota la valuación 2-ádica de x.

Definición 2 (Trayectoria Comprimida). La σ-trayectoria de k es la sucesión
minimal {ki}si=0 donde k0 = k y ki+1 = fSP(ki) hasta alcanzar ks = 1.

3. Resultados Principales

3.1. Convergencia Global

Teorema 1 (Convergencia al Ciclo Trivial). Para todo k ∈ N+, la σ-trayectoria
converge al ciclo {1, 2, 1}.

Demostración. Dividimos la demostración en tres partes:
Parte 1: Caso base

Para k = 1:

fSP(1) =
31 · 2
21

− 1 = 2

fSP(2) =
2

21
= 1

Parte 2: Descenso en pasos pares
Si k ≡ 0 (mód 2), entonces fSP(k) = k/2m ≤ k/2 < k.

Parte 3: Control en pasos impares
Sea k ≡ 1 (mód 2) y n = ν2(k + 1). Definimos:

∆(k) =
3n

2n
(k + 1)− (k + 1) (3)

Demostramos que para n ≥ 2:

∆(k) ≤
(
3

2

)2

(k + 1)− (k + 1) =
5

4
k − 1

4
< k para k > 1 (4)

La combinación de estas propiedades garantiza la convergencia.
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3.2. Ausencia de Ciclos No Triviales

Teorema 2. El único ciclo en SP es {1, 2, 1}.

Demostración. Supongamos por contradicción que existe un ciclo minimal
{ki}pi=1 con ki > 2.

Sea kj = máx{ki}. Entonces:

kj = fSP(kj−1) ≤
3

2
kj−1 −

1

2
< kj (5)

lo que contradice la maximalidad de kj.

4. Análisis Comparativo

4.1. Ejemplos Numéricos

Caso k = 7
SP (6 pasos) Collatz (16 pasos)
7 7
26 22
13 11
20 34
5 17
8 52
1 26

13
40
20
10
5
16
8
4
2
1

Cuadro 1: Comparación detallada de trayectorias para k=7
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Caso k = 15
SP (4 pasos) Collatz (17 pasos)
15 15
80 46
5 23
8 70
1 35

106
53
160
80
40
20
10
5
16
8
4
2
1

Cuadro 2: Comparación detallada de trayectorias para k=15

Ejemplo anecdótico: La secuencia de Collatz más larga conocida es la que
comienza con 719604127133093, la cual tiene 1281 términos. La secuencia
personalizada tiene 389 términos.

4.2. Análisis de Eficiencia

Teorema 3 (Cota Superior de Pasos). Para todo k ≤ N , la longitud máxima
LSP(k) satisface:

LSP(k) ≤
log k

log(4/3)
+O(1) (6)

Demostración. Se sigue del análisis del operador de Lyapunov asociado al
sistema dinámico discreto.
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5. Conclusiones y Trabajo Futuro

Hemos demostrado rigurosamente la convergencia global de SP al ciclo
trivial

Establecimos cotas superiores óptimas para su comportamiento asintóti-
co

Los ejemplos numéricos muestran reducciones de hasta el 76.5% en la
longitud de trayectorias

Problemas abiertos:

1. Caracterización completa de las σ-trayectorias

2. Extensión a dominios algebraicos más generales
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