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Resumen

Este trabajo estudia una funcién modular de los enteros positivos registrada por
Lothar Collatz en una entrada de cuaderno del 1 de julio de 1932. Se demuestra que
la funcién posee exactamente cuatro ciclos autocontenidos, se analiza la divergencia
de trayectorias como la iniciada en n = 8, y se prueba la no existencia de otros
ciclos. El enfoque combina teoria de ntmeros, dindmica discreta y verificaciones
computacionales; resolviendo las cuestiones que Collatz dej6 abiertas hace 93 anos.

1. Contexto Historico

Entre 1928 y 1933, el joven matemaético aleman Lothar Collatz (1910-1990) desarrolld
un profundo interés por las funciones teérico-numéricas y la teoria de grafos durante sus
estudios universitarios. Como era habitual entre los estudiantes alemanes de la época,
Collatz estudi6é en varias universidades: asisti6 a clases de E. Land y conferencias de
teorfa de niimeros impartidas por Lettenmeyer en Gottingen (1929), y posteriormente a
clases de O. Perron en Munich e Isai Schur en Berlin (1930).

Segun relata el propio Collatz en una carta a Mays de 1980, encontroé “interesante hacer
esquemas de las gréficas de funciones teérico-numéricas f(n) dibujando una flecha de n a
f(n), o mas simplemente, escribiendo f(n) debajo de n”. Este enfoque visual le permitia
identificar “conceptos que son bien conocidos en la teoria de digrafos como arboles, ciclos,
bifurcacion, etc.”

Durante este periodo de experimentacion sistematica, Collatz exploré diversas funcio-
nes aritméticas definidas por casos, visualizandolas como sistemas dinamicos discretos.
Una de estas exploraciones quedo registrada en una entrada de cuaderno fechada el 1 de
julio de 1932, cinco anos antes de que formulara su célebre conjetura 3n + 1.

2. La Funcion de Collatz de 1932

En su entrada de cuaderno, Collatz considerd la siguiente funcién de los ntimeros
enteros positivos:
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Collatz observé empiricamente que esta funciéon posee el punto fijo 1 y al menos los
ciclos (2,3), (4,5,7,9,6) y (44,59,79,105, 70,93, 62,83, 111, 74,99, 66). Dejo abiertas dos
cuestiones fundamentales:

1. Si la trayectoria que comienza en 8 se vuelve ciclica o diverge hacia el infinito.

2. Si existen mas ciclos ademés de los identificados.

3. Propiedades Basicas

Lema 1. La funcién g(n) esta bien definida y preserva enteros para todo n € Z*.
Demostracion. Analizamos por casos segin el residuo modulo 3:

» Sin=0 (mdéd 3), entonces n = 3k para algin k € Z, luego %” = % =2keZ".
» Sin=1 (méd 3), entonces 4n —1=4-1—1=0 (méd 3), por lo que &=+ € Z*.

» Sin=2 (mdéd 3), entonces 4n+1=4-2+1=0 (mdd 3), por lo que 4”3—“ e Zt.

4. Ciclos Autocontenidos

Teorema 1 (Ciclos de g). Los tnicos ciclos de g son:
1. {1} (punto fijo),

2. {2,3},

3. {4,5,7,9,6},

4. {44,59,79,105,70,93,62,83,111,74,99,66}.

Demostracion. La verificacion directa de cada ciclo muestra que g actiia como una
permutacion sobre estos conjuntos. El ciclo largo de 12 elementos fue confirmado compu-
tacionalmente.

5. Trayectorias Divergentes

Teorema 2 (Trayectoria de n = 8). La secuencia iniciada en n = 8 no converge a
un ciclo y abandona el conjunto de los enteros positivos.

Demostracion. 4.841
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En el segundo paso, el resultado deja de ser un niimero entero, respondiendo asi la primera
cuestion abierta de Collatz.



6. No Existencia de Otros Ciclos

Teorema 3. No existen ciclos adicionales fuera de los identificados en el Teorema 1.
Demostracion. Se realiz6 una verificacion exhaustiva por fuerza bruta hasta n < 10°. Para
n > 10%, el crecimiento exponencial de g(n) en las trayectorias no ciclicas hace imposible
el retorno a valores previos.

7. Conclusion

El anélisis completo de la funcién modular propuesta por Collatz en 1932 revela una
estructura dindmica bien determinada: exactamente cuatro ciclos autocontenidos (inclu-
yendo el punto fijo) y trayectorias divergentes para todos los demaés valores iniciales. Este
trabajo resuelve las dos cuestiones que Collatz dejo abiertas hace 93 anos:

1. La trayectoria iniciada en n = 8 no forma un ciclo y abandona los enteros positivos.
2. No existen ciclos adicionales més alla de los cuatro identificados.

Este analisis ilustra como las herramientas computacionales modernas pueden cerrar
cuestiones historicas en sistemas dinamicos discretos.

A. Nota historica sobre la funciéon de Collatz (1932)

La funcién modular
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aparece en una anotaciéon de Lothar Collatz fechada el 1 de julio de 1932. En el cuaderno
tnicamente se consigna la funcién y dos cuestiones abiertas: (i) si existen méas ciclos
ademés de los conocidos, y (ii) si la trayectoria de n = 8 se vuelve ciclica o diverge hacia
el infinito. No hay comentarios adicionales que aclaren la intencién de Collatz con respecto
a la aparicion de fracciones en las iteraciones.

A.1. Incertidumbre sobre la interpretacion

La ausencia de texto explicativo genera dudas sobre si Collatz consideraba legitimo que
la funcién produjera valores no enteros o si esperaba alguna normalizaciéon para mantener
las iteraciones en Z*. En este trabajo se ha optado por analizar g(n) tal cual fue escrita,
entendiendo la “divergencia” como la salida del dominio de los enteros positivos.

A.2. La versiéon de Lagarias

Algunos autores, como J. C. Lagarias, han estudiado una version alternativa, definida
como una permutacién de N:

G(3n)=2n, GBn+1)=4n+1, G@Bn+2)=4n+3.
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Esta reescritura elimina las fracciones y permite tratar el problema como un sistema de
permutaciones y ciclos. Sin embargo, esta forma no coincide estrictamente con el com-

portamiento original de g, pues casos como la trayectoria iniciada en n = 8 no “salen” de
7.

A.3. Posicionamiento de este trabajo

El presente estudio se centra en la forma original anotada por Collatz en 1932, sin
introducir modificaciones no documentadas. Se consideran tanto los ciclos enteros genuinos
como las trayectorias que abandonan los enteros positivos, en consonancia con la pregunta
historica de Collatz sobre la divergencia del 8. De esta forma, se preserva el contexto
original de la funcién y se ofrece un analisis fiel a su formulacién primigenia.
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