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Resumen

En este articulo presentamos un método original para calcular la raiz cubica
exacta de un ntimero que es un cubo perfecto, utilizando exclusivamente operaciones
aritméticas basicas. El método se basa en la observacién de patrones en la aritmética
modular, especificamente en el comportamiento de n3 méd 12 para diferentes valores
de n. Formalizamos una expresién que permite recuperar n directamente a partir
de n3 mediante la férmula n = n3 méd 12+ m, donde m es un pardmetro calculable
a partir de n. Presentamos la demostraciéon formal de esta férmula, analizamos
sus propiedades matematicas, y discutimos sus posibles aplicaciones practicas y
educativas.
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ritmos numéricos, Patrones modulares.

1. Introducciéon

El calculo de raices cubicas es una operacién matematica fundamental que tradicio-
nalmente requiere algoritmos iterativos o el uso de calculadoras. Sin embargo, cuando se
trata de cubos perfectos (nimeros que son el resultado de elevar otro nimero al cubo),
existen propiedades matematicas que permiten enfoques alternativos.

En este trabajo presentamos un método que permite calcular la raiz cibica exacta de
un cubo perfecto mediante operaciones aritméticas bésicas (suma, resta, multiplicacion,
divisién, y la funcién suelo). El método se basa en el andlisis del comportamiento de los
numeros cibicos en aritmética modular, especificamente bajo el médulo 12.

La eleccion del médulo 12 no es arbitraria. Como veremos, este médulo captura pro-
piedades esenciales de los niimeros ciibicos y permite establecer patrones que son funda-
mentales para nuestro método. El nimero 12 tiene la caracteristica particular de ser el
producto de 3 y 4, lo que le confiere propiedades especiales en relacion con las potencias
cubicas.

El propésito de este articulo es triple: (1) presentar la féormula y su demostracion
formal, (2) analizar las propiedades matematicas subyacentes, y (3) discutir las posibles
aplicaciones practicas y educativas del método.



2. Antecedentes y contexto

2.1. Raices cibicas y métodos de calculo

El célculo de raices cubicas tiene una rica historia en matematicas. Desde los métodos
geométricos de los antiguos griegos hasta los algoritmos numéricos modernos, diversas
técnicas han sido desarrolladas para este propdsito [1]. Los métodos tradicionales para
calcular raices cibicas incluyen:

= El método de Newton-Raphson, que utiliza aproximaciones sucesivas
= El método de biseccién, que acota progresivamente el valor
= Expansiones en series de Taylor

= Métodos basados en logaritmos

Sin embargo, estos métodos generalmente producen aproximaciones numéricas y, cuan-
do se busca un valor exacto, suelen requerir verificaciones adicionales.

2.2. Aritmética modular y cubos

La aritmética modular, formalizada por Carl Friedrich Gauss en el siglo XIX, estudia
el comportamiento de los nimeros bajo la operacién de médulo [2]. La operacién médulo
n divide el conjunto de los enteros en n clases de equivalencia, donde cada clase contiene
nimeros que dejan el mismo residuo al dividirse por n.

El comportamiento de las potencias, y en particular de los cubos, en aritmética mo-
dular ha sido objeto de estudio en teoria de nimeros [3]. Propiedades como el pequeno
teorema de Fermat y el teorema de Euler establecen patrones para potencias en aritmética
modular. Sin embargo, el comportamiento especifico de los cubos médulo 12 y su relacion
con la recuperacion de raices cubicas exactas no ha sido ampliamente estudiado.

2.3. Motivacién para la presente investigacion

La investigacion presentada en este articulo surgio de la observacién empirica de patro-
nes numéricos en la relacién entre un nimero n y su cubo n3. Al analizar estos patrones,
se identificé una estructura regular que permite recuperar n a partir de n?® utilizando
aritmética modular.

El enfoque desarrollado aqui difiere de los métodos tradicionales para calcular raices
cubicas en varios aspectos:

1. Es directo (no iterativo)
2. Produce valores exactos (no aproximaciones)
3. Utiliza inicamente operaciones aritméticas basicas

4. Se basa en propiedades fundamentales de la aritmética modular



3. La férmula y su desarrollo

3.1. Observacion inicial

Nuestra investigacion comenzo con la observacion de que para cualquier nimero na-
tural n, existe una relacién directa entre n y su cubo n? que puede expresarse utilizando
la operaciéon moédulo 12. Especificamente, observamos que:

n = (n® méd 12) + m (1)

donde m es un parametro que depende de n y sigue un patrén especifico.

3.2. Andlisis del comportamiento de n® méd 12

Para formalizar la expresiéon de m, primero analizamos el comportamiento de n® méd
12 para diferentes valores de n. La siguiente tabla muestra los resultados para n =
0,1,2,...,11:

n® | n® méd 12
0
1
8
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Cuadro 1: Valores de n® méd 12 paran =0,1,2,...,11
De esta tabla podemos hacer varias observaciones importantes:

1. Para la mayoria de los valores (n = 0,1,3,4,5,7,8,9,11), tenemos n>® méd 12 =
n mod 12.

2. Para n = 2, tenemos n® méd 12 = 8, que no es igual a n méd 12.
3. Para n = 6, tenemos n® méd 12 = 0, que no es igual a n méd 12.

4. Para n = 10, tenemos n® méd 12 = 4, que no es igual a n méd 12.

También observamos que el conjunto de valores de n® méd 12 no contiene todos los
posibles residuos médulo 12. Especificamente, los valores 2, 6 y 10 nunca aparecen como
resultado de n3 méd 12 para ningtin n.



3.3. Estructura del parametro m
Tras analizar numerosos ejemplos, identificamos que el pardmetro m sigue un patron

definido segun el valor de n mod 12:

) 6, sinméd12 € {2,6,10}
m=12-v J+ 12, sinméd12=0yn >0 2)

0, en cualquier otro caso

Esta formula para m tiene dos componentes principales:

1. Un término base: 12- L"l—’zlj , que aumenta en incrementos de 12 cada vez que n cruza
un multiplo de 12.

2. Un término adicional (0, 6 o 12) que depende del valor especifico de n méd 12.

3.4. Verificacién empirica

Para verificar empiricamente nuestra férmula, la aplicamos a una serie de valores de

n:
n| n® |[nd3mdéd12 | m | n° méd 12 +m
3 27 3 0 3
4 64 4 0 4
5 | 125 5 0 5
6 | 216 0 6 6
7 | 343 7 0 7
8 | 512 8 0 8
9 | 729 9 0 9
10 | 1000 4 6 10
11 | 1331 11 0 11
12 | 1728 0 12 12
13 | 2197 1 12 13
14 | 2744 8 6 14
15 | 3375 3 12 15

Cuadro 2: Verificacién de la férmula n = n® méd 12 +m

En cada caso, verificamos que n® méd 124+m = n, lo que confirma la validez de nuestra
férmula para estos valores.

3.5. Reformulacién en términos de n?

Hasta ahora, hemos expresado m en términos de n, lo cual no seria practico si nuestro
objetivo es calcular n a partir de n® (ya que entonces no conocerfamos n de antemano).
Sin embargo, podemos reformular la férmula utilizando la relacién entre n® méd 12
y nméd 12. Dado que n® méd 12 determina univocamente n méd 12 (excepto para los
valores 0 y 4, que son ambiguos), podemos expresar m directamente en términos de n?.
La relacién entre n3 méd 12 y m puede expresarse como:



5 6, sin®moéd12€{0,4,8} y (n*)/? mdd 12 € {2,6,10}
m=12- {%J +<12, sin*méd12=0y (n*)Y*méd 12 =0y n® >0

0, en cualquier otro caso

Esta formulacién es mas compleja y requiere conocer (n*)!/3

(3)

mod 12, lo que parece

circular. Sin embargo, en la secciéon 6 discutiremos enfoques préacticos para implementar

esta formula en aplicaciones reales.

4. Demostracion formal

A continuacién, presentamos una demostracién formal de la validez de nuestra férmula.

4.1. Formulacion del teorema

Teorema 1. Para todo entero no negativo n, se cumple que:
n = (n® méd 12) +m

donde m esta dado por:

. 6, sinméd12 € {2,6,10}
m:lQ-VIQ J+ 12, sinméd12=0yn >0

0, en cualquier otro caso

4.2. Lemas preliminares

Lema 1. Para todo entero a y entero positivo m, se cumple:

) a
amédm=a—m |—
m

(6)

Demostracion. Es una consecuencia directa de la definicién de la funciéon médulo y la

funcién suelo. Si dividimos a entre m, obtenemos:

a=m- L%J—I—(amédm)

Despejando a moéd m, obtenemos:

i a
amébdm=a—m |—
m

4.3. Demostracion del teorema principal

Demostracion. Paso 1: Por el Lema 1, sabemos que:

3 3 n’
5d 12 = — 12 | —
n° moé n {12J

5

(7)



Paso 2: Debemos demostrar que n = (n® méd 12) + m para todos los valores posibles
de n.

Consideremos los diferentes casos segun el valor de n méd 12:

Caso 1: n mdd 12 = 0 (n = 12k para algin k > 0)
Sik=0,entoncesn =0,n>=0n"méd12=0,ym=0,porloquen=0=0+0=
(n® méd 12) + m.
Si k > 0, entonces n = 12k, n® méd 12 =0,y m = 12[(n—1)/12| +12 =12(k—1)+12 =
12k, por lo que n = 12k = 0 + 12k = (n® méd 12) + m.

Caso 2: nmdd 12 =1 (n = 12k + 1 para algin k > 0)
n*méd 12 = 1, m = 12|(n — 1)/12] + 0 = 12k, por lo que n = 12k + 1 = 1 + 12k =
(n® méd 12) + m.

Caso 3: nmdd 12 = 2 (n = 12k + 2 para algun k > 0)
n® méd 12 = 8, m = 12| (n—1)/12|+6 = 12k+6, por lo que n = 12k+2 = 8+12k+6—12 =
(n® méd 12) + m.

Caso 4: n méd 12 = 3 (n = 12k + 3 para algin k > 0)
n*méd 12 = 3, m = 12|(n — 1)/12] + 0 = 12k, por lo que n = 12k + 3 = 3 + 12k =
(n® méd 12) + m.

Caso 5: nmdd 12 = 4 (n = 12k + 4 para algun k > 0)
n*méd 12 = 4, m = 12|(n — 1)/12] + 0 = 12k, por lo que n = 12k + 4 = 4 + 12k =
(n® méd 12) + m.

Caso 6: nmdd 12 =5 (n = 12k + 5 para algun k > 0)
n>méd 12 = 5, m = 12|(n — 1)/12] + 0 = 12k, por lo que n = 12k +5 = 5 + 12k =
(n® méd 12) + m.

Caso 7: nmdéd 12 = 6 (n = 12k + 6 para algin k > 0)
n?méd 12 =0, m = 12| (n—1)/12] +6 = 12k +6, por lo que n = 12k +6 = 0+ 12k +6 =
(n® méd 12) + m.

Caso 8: nméd 12 =7 (n = 12k 4+ 7 para algin k£ > 0)
nPméd 12 = 7, m = 12|(n — 1)/12] + 0 = 12k, por lo que n = 12k +7 = 7 + 12k =
(n® méd 12) + m.

Caso 9: n mdd 12 = 8 (n = 12k + 8 para algin k > 0)
n*méd 12 = 8, m = 12|(n — 1)/12] + 0 = 12k, por lo que n = 12k + 8 = 8 + 12k =
(n® méd 12) + m.

Caso 10: n mdd 12 =9 (n = 12k + 9 para algin k£ > 0)
ndméd 12 = 9, m = 12|(n — 1)/12] + 0 = 12k, por lo que n = 12k +9 = 9 + 12k =
(n® méd 12) + m.

Caso 11: n mdéd 12 = 10 (n = 12k + 10 para algin k£ > 0)
n?méd 12 =4, m =12|(n—1)/12] +6 = 12k+6, por lo que n = 12k +10 = 4+ 12k +6 =
(n® méd 12) + m.

Caso 12: nméd 12 = 11 (n = 12k + 11 para algin k& > 0)
n®méd 12 = 11, m = 12|(n — 1)/12] + 0 = 12k, por lo que n = 12k + 11 = 11 + 12k =
(n® méd 12) + m.

Hemos verificado que para todos los posibles valores de n méd 12, la ecuaciéon n =
(n® méd 12) + m se satisface con la definicién propuesta de m.

Por lo tanto, el teorema queda demostrado. [



5. Analisis algebraico y propiedades

5.1. Estructura modular

La féormula presentada en este articulo revela propiedades interesantes de la funcién
ctibica en aritmética modular. En particular, el comportamiento de n® méd 12 muestra
patrones que son fundamentales para entender la relacién entre n y su cubo.

Una observacién clave es que la funcién que asigna n méd 12 a n® méd 12 no es inyec-
tiva. Especificamente:

» Tanto n =0 (mdd 12) como n =6 (méd 12) resultan en n® = 0 (méd 12)
» Tanto n =4 (méd 12) como n = 10 (méd 12) resultan en n® =4 (méd 12)
Esta falta de inyectividad explica la necesidad del pardmetro m para distinguir entre

estos casos “colisionantes”.

5.2. Propiedades del parametro m

El parametro m tiene varias propiedades interesantes:

1. Periodicidad: m sigue un patrén que se repite cada 12 unidades de n, con ajustes
sistematicos.

2. Estructura incremental: m aumenta en incrementos de 12 cada vez que n cruza
un multiplo de 12.

3. Valor base: Dentro de cada “bloque” de 12 ntimeros, m toma uno de tres valores
posibles: 0, 6, o 12.

4. Relacién con divisibilidad: Los casos donde m tiene un valor no nulo (6 o 12)

corresponden a valores de n que tienen ciertas propiedades de divisibilidad.

5.3. Conexion con teoria de numeros

La férmula presentada tiene conexiones con varios conceptos de teoria de ntimeros:

1. Congruencias ciibicas: La relacién entre n y n? méd 12 puede verse como un caso
especial de congruencias cubicas.

2. Estructura de grupo: El comportamiento de las potencias ctibicas en Z /127 esté
relacionado con la estructura de grupo multiplicativo de este anillo.

3. Levantamiento de raices: La formula puede interpretarse como un método para
“levantar” una raiz cibica desde el anillo Z/12Z hasta los enteros Z.



6. Aplicaciones practicas

6.1. Calculo de raices cubicas exactas

La férmula presentada proporciona un método directo para calcular la raiz cubica
exacta de un cubo perfecto. A diferencia de los métodos iterativos tradicionales, este
enfoque:

1. Es determinista (no requiere aproximaciones sucesivas)
2. Utiliza inicamente operaciones aritméticas basicas

3. Produce resultados exactos (no aproximaciones)

Para calcular la raiz cibica de N = n3, el algoritmo serfa:

Algorithm 1 RaizCubicaExacta(N)
1: Calcular r = N mod 12
2: Determinar n mod 12 a partir de r:
3: a. Sir =0, entonces n mod 12 podria ser 0 o 6
4:  b. Sir =4, entonces n méd 12 podria ser 4 o 10
5. c. Para cualquier otro valor, n méd 12 = r o n méd 12 = /3 méd 12
6
7
8
9

. Calcular el valor aproximado de n utilizando n ~ N1/3

: Determinar el valor exacto de n méd 12 basado en la aproximacion y el paso 2
: Calcular m utilizando la férmula

: return r +m

Este algoritmo requiere conocer n mod 12 para calcular m, lo que podria parecer circu-
lar. Sin embargo, dado que solo hay 12 posibles valores para n mod 12, podemos verificar
cual de ellos, cuando se eleva al cubo, produce el residuo »r = N méd 12.

6.2. Verificacién de cubos perfectos

La féormula también proporciona un método eficiente para verificar si un ntmero es
un cubo perfecto:

Algorithm 2 EsCuboPerfecto(N)

: Calcular r = N mod 12

Sir¢{0,1,3,4,5,7,8,9,11}, retornar Falso

Calcular la aproximacién n = round(N'/3)

Calcular n?

Si n® = N, retornar Verdadero; de lo contrario, retornar Falso

Este algoritmo es mas eficiente que la verificacién directa porque primero realiza una
prueba rapida basada en el residuo médulo 12, que puede descartar inmediatamente mu-
chos niimeros que no son cubos perfectos.



6.3. Aplicaciones educativas

La féormula presentada tiene valor educativo significativo:

1. Tlustracién de conceptos de teoria de niimeros: Proporciona un ejemplo con-
creto y accesible de como la aritmética modular puede revelar patrones numéricos.

2. Ejercicios de calculo mental: Puede utilizarse para desarrollar habilidades de
calculo mental, ya que permite calcular raices ciibicas exactas mediante operaciones
relativamente simples.

3. Introduccion a la aritmética modular: Ofrece una aplicacién préctica e intuitiva
de conceptos de aritmética modular.

7. Discusién y futuros desarrollos

7.1. Comparaciéon con métodos tradicionales

El método presentado en este articulo ofrece varias ventajas sobre los métodos tradi-
cionales para calcular raices cubicas:

1. Simplicidad conceptual: Se basa en patrones aritméticos claros y no requiere
calculos complejos.

2. Precision exacta: Produce valores exactos, no aproximaciones numeéricas.

3. Eficiencia computacional: Para ciertos valores, puede ser mas eficiente que los
algoritmos iterativos tradicionales.

Sin embargo, tiene limitaciones:

1. Aplicabilidad limitada: Solo es aplicable a cubos perfectos.

2. Escalabilidad: Para nimeros muy grandes, el célculo de n® méd 12 es sencillo, pero
determinar el valor correcto de m puede ser més desafiante.

7.2. Posibles extensiones

Varias extensiones de esta investigacion son posibles:

1. Generalizaciéon a otras potencias: Investigar si existen patrones similares para
cuartas, quintas o potencias superiores.

2. Extension a otros moédulos: Explorar si el uso de mdédulos diferentes a 12 podria
revelar patrones adicionales o simplificar la formula para ciertos casos.

3. Aplicaciéon a problemas de teoria de nimeros: Investigar si la féormula puede
aplicarse a problemas como la factorizacion de enteros o la resolucién de ecuaciones
diofanticas.



7.3. Cuestiones abiertas

Varias preguntas quedan abiertas para futuras investigaciones:

1. Optimizacién de la féormula: ;Existe una formulacién mas elegante o compu-
tacionalmente eficiente para m?

2. Interpretacion geométrica: ;Existe una interpretacion geométrica natural de la
relacién entre n y n® méd 127

3. Conexiones mas profundas: ;Fxisten conexiones con otros resultados conocidos
en teoria de numeros o algebra abstracta?

8. Conclusiones

En este articulo hemos presentado y demostrado formalmente una férmula que per-
mite calcular la raiz cibica exacta de un cubo perfecto utilizando operaciones aritméticas
bésicas. La férmula se basa en el patrén regular que existe entre n y n® méd 12, comple-
mentado con un pardametro m que sigue una estructura sistematica.

Hemos analizado las propiedades matematicas de esta relacion, demostrando su validez
para todos los enteros no negativos. También hemos discutido sus posibles aplicaciones
practicas, tanto en calculos numéricos como en contextos educativos.

Esta investigacion ilustra cémo la observacion cuidadosa de patrones numéricos puede
revelar estructuras matematicas profundas, y cémo estas estructuras pueden tener aplica-
ciones practicas. El método presentado no solo proporciona una herramienta 1util para el
calculo de raices cibicas exactas, sino que también ofrece una ventana a la rica interaccion
entre la aritmética basica y conceptos mas avanzados de teoria de nimeros.

A. Implementacién practica del algoritmo

A.1. Pseudocédigo optimizado

A.2. Ejemplos detallados
Ejemplo 1: Calcular la raiz cibica de N = 1728

1. 7 =1728 méd 12 = 0 (es un residuo valido)

2. n_aprox = round(1728'/3) = round(12,0) = 12
3. Verificamos: 123 = 1728, que es igual a N

4. Retornamos n = 12

Ejemplo 2: Calcular la raiz cibica de N = 2744
1. r =2744 méd 12 = 8 (es un residuo valido)

2. n_aprox = round(2744'/%) = round(14,0) = 14

3. Verificamos: 143 = 2744, que es igual a N

10



Algorithm 3 RaizCubicaExacta(N)

// Paso 1: Calcular el residuo de N médulo 12
r < N modd 12

// Paso 2: Verificar si r corresponde a un residuo vélido para un cubo perfecto
if r¢40,1,3,4,5,7,8,9,11} then

return "N no es un cubo perfecto”
end if

// Paso 3: Calcular una aproximacion de la raiz cibica
n_aprox < round(N'/3)

— = =
o=@

: // Paso 4: Refinar la aproximacién

. if (n_aprox)® > N then

n_aprox < n_apror — 1

. else if (n_apror)® < N then
n_aprox <— n_aproxr + 1

end if

I e T e
L P NPT sw

: // Paso 5: Verificar si la aproximacion es exacta
. if (n_aprox)® # N then

return "N no es un cubo perfecto”

: end if

N NN NN
NGO

: // Paso 6: n_aprox es la raiz cibica exacta
: return n_aprox

[\
ot

11



4. Retornamos n = 14

Ejemplo 3: Calcular la raiz cibica de N = 1000
1. r =1000 méd 12 = 4 (es un residuo valido)

2. n_aproxr = round(1000*/?) = round(10,0) = 10
3. Verificamos: 10® = 1000, que es igual a N

4. Retornamos n = 10

Ejemplo 4: Verificar si N = 100 es un cubo perfecto
1. r =100 méd 12 = 4 (es un residuo valido)

2. n_aproxr = round(100'/?) = round(4,64) = 5

3. Verificamos: 5% = 125, que no es igual a N

4. Ajustamos: n_apror = 4

5. Verificamos: 43 = 64, que no es igual a N

6. Retornamos "N no es un cubo perfecto”

B. Derivacion algebraica de la féormula

En este apéndice, proporcionamos una derivacion algebraica alternativa de la férmula
principal presentada en este articulo.

B.1. Representacion polinomial

Comenzamos expresando n en términos de su representacion en base 12:

n=ay 128 +ap_1- 1281+ .+ a1- 12+ a
donde 0 < a; < 12 para todo 1.

B.2. Expansién del cubo
Al elevar n al cubo, obtenemos:

nd = (ap - 12" 4 ap_y - 127V 4 . 4 ay - 12 + ap)?

Expandiendo esta expresion y agrupando términos, podemos demostrar que:

n®=al (méd 12)

Esto explica por qué n® méd 12 solo depende de n méd 12.

12



B.3. Relacion con el parametro m

Basdandonos en la observacién anterior, podemos reformular la ecuacién principal:
n = (n® méd 12) +m

como:
m =n — (n® méd 12)

Sustituyendo la representacién en base 12 de n y simplificando, llegamos a la expresion
para m presentada en el articulo.

C. Extensién a casos especificos de raices no enteras

Aunque el método principal se aplica a cubos perfectos con raices cubicas enteras, en
este apéndice exploramos como el enfoque puede adaptarse para ciertos casos especiales
de raices ctibicas no enteras.

C.1. Raices cubicas racionales

Para ntimeros de la forma p*/¢®, donde p y ¢ son enteros, la raiz ciibica es p/q. Podemos
adaptar nuestro método para manejar estos casos:

1. Factorizar N para verificar si tiene la forma p?/¢?
2. Aplicar el algoritmo separadamente a p® y ¢*

3. Retornar p/q como la raiz cibica

C.2. Aproximaciones enteras

Para niimeros que no son cubos perfectos, podemos utilizar una variante del método
para encontrar la mejor aproximacién entera:

1. Calcular n,; = | NY/3| (aproximacién por defecto)
2. Calcular ng,, = [N'/?] (aproximacién por exceso)

3. Determinar cudal de las dos aproximaciones produce un cubo més cercano a N

C.3. Representaciones simbdlicas exactas

Para representar exactamente raices cibicas de nimeros que no son cubos perfec-
tos, podemos utilizar la notacién simbdlica junto con nuestro método para simplificar la
expresion. Por ejemplo:

V30=v2-3.5=v2-V3-V5

Esto puede ser 1til en contextos algebraicos o para manipulaciones simbdlicas.

13
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